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0 Uvod

0.1 Cile

Tento ucebni text pojednava o analytické geometrii roviny a pfimky v trojrozmeér-
ném euklidovském prostoru I??, kterou popisuje s uzitim metod vektorové algebry
a je urcen studenttim kombinovaného a distanéniho studia Fakulty stavebni VUT
v Brné. Jeho cilem je prohloubeni znalosti stfedoskolské analytické geometrie v
roviné i v trojrozmérném prostoru, potfebné pii studiu deskriptivni geometrie i
dalgich technickych disciplin. V kazdé z kapitol textu je n€kolik p¥ikladl vytese-
nych, v zéavéru kapitoly je vzdy uvedeno par piikladd nefeSenych k procviceni s
vysledky, nékdy i s napovédou, jakym zptlisobem piiklad pocitat.

0.2 Pozadované znalosti

Text predpokladé znalost zakladnich pojmt a vysledki tykajicich se feSeni sys-
témi linedrnich rovnic (Frobeniova véta), pocitani s determinanty a nékterych
vlastnosti vektori véetné skalarniho soucinu vektori. Ve specialnim pripadé troj-
rozmérného prostoru vak Ize také definovat vektorovy soucin @ x b dvou vektort
(coz je opét vektor), smieny soucin [d@. . ¢] tif vektorfi (smigenym soucinem bude
realné dslo, skalar®) a tzv.dvojny vektorovy soucin @ x (b x @) (opé&t vektor v
prostoru /#*). Pravé tyto pojmy jsou v prvnich dvou kapitolach studovany a pak
pouzity pii feSeni riznych geometrickych tloh. Skripta nejsou pfilis rozsahla a
zabyvaji se pouze geometrii utvari linedrnich (piimka, rovina).

Pfipomenme nyni alespon stru¢né nékteré vlastnosti vektort, které zname z
pfedchoziho uc¢ebniho textu [4]. Mnozina M se nazjva linedrnim (vektorovym)
prostorem, jestlize je definovan soucet 7+ € M dvou prvki (vektori) 7.7/ € M
a také nésobek /.7 € M prvku 7 éislem /. (Mizeme pfitom predpoklédat / € 7,
obecnéji také komplexni ¢islo 4 € '; podle toho hovofime o vektorovém prostoru
nad mnozinou 7 pripadné C'.) Plati pfitom zndma pravidla pro po¢itani s vektory.
Rikéme, ze vektory ©,...7, € M tvoii bazi prostoru M, jestlize kazdy vektor
@ € M lze jedinym zpiisobem vyjadfit ve tvaru @ = aq.17 4 ag.t + -+ + .10,
kde ay.aq..... @, jsou ¢isla, tzv.soufadnice vektoru @ v bazi . 05.....7,. Pi-

Seme @ = (ay.as.....q,), plirozené ¢islo n € R nazyvame dimenzi prostoru
M. V nasem piipadé je mnozinou M obycejny trojrozmérny euklidovsky prostor
I3, tedy n = 3, bazi budeme v celém textu rozumét tzv.kanonickou ortonor-
malni bazi vektor soufadnych os ¢; = (1.0.0).¢5 = (0.1.0).¢3 = (0.0.1).
Vektory budeme vzdy dusledné znadit Sipkami: @ = (ay.a9.a3) € 3.V sa-
motném textu nekdy pfipomeneme pojmy, které bychom uz méli znat z pied-
choziho studia (napf.pojmy kladné resp. zédporné orientace béaze), zde na zévér

pripomenme alespon zakladni vlastnosti skaldrniho soucinu dvou vektorti o sou-
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fadnicich @ = ((11 (g, (3). b= (b1, D2, b3). Jejich skalarni soudin deﬁnujeme jako
redlné &islo @0 = ay.by + ag.by + az.bs, piitom plati @+ = ||@]|.]|0]|. cos ¢, kde

@|] = /a2 + a2+ a2, ||b]] = /02 + 13 + 3 jsou velikosti (neboli normy) vektoru

a. b a v je uhel témito vektory sevieny. KdyZ tedy pro nenulové vektory d. b plati
qob= 0, pak vektory . b jsou kolmé (ortogonalni). Ve vzorci skalarniho soucinu
i.b= a1.01 + 2.0 + a3.03 a také v celém textu pfitom vyrazna tecka ,,.“ vidy
znadi soucin skalarni (dvou vektori), obycejna tecka ,, .“ je pouhym nasobenim
realnym cislem.

0.3 Doba potfebna ke studiu

Pro studium vektorovych prostort, vektorové algebry a analytické geometrie jsou
novém ucebnim planu fadného studia vyhrazeny celkem 4 hodiny pfednagek a
4 hodiny cviceni. Je to vzhledem k rozsahu problematiky i k jejimu propojeni s
dal§im studiem pomérné mélo a vyzaduje to kvalitni predbézné (stfedogkolské)
znalosti problematiky a rozvinutou schopnost logického uvazovani. Kombinované
studium je vice individualni, pfesto v8ak lze brat uvedené casové udaje aspoil
jako vychozi.

0.4 Klic¢ova slova

Klicovd slova: operace s vektory, analytickd geometrie linedrnich utvard.

Na zévér alespoil stru¢né o doporuéené studijni literatuie, ktera spolu s rejstii-
kem nejdtlezitéjsich pojmi cely text uzavira. Skripta [1], [2] a [3] byla vydana
piimo nasi fakultou; [1] je péknou shirkou nefesenych piikladi (uvedenych vady
s vysledky), [4] je text bezprostiedné piedchazejici tomuto studijnimu textu.
Osvédcené ucebnice [5], [6] a [7] jsou Casto velice podrobné a proto je mizeme
doporucit studentiim zejména k samostatnému studiu. Z krasnych, stale znovu
vydévanych ucebnic s mnoha p¥iklady a obrazky, které zejména v Irsku, Velké
Britanii a v Americe zachranily spoustu studentii pfed Spatnou znamkou z ma-
tematiky, jsem do seznamu literatury zapsala alespoil ucebnice [8], [9] a [10].
Druhou z nich uz mame v brnénské Moravské zemské knihovné, tiet urcité brzy
objedname. Posledni dvé uéebnice [11] a [12] jsou volné p¥istupné v elektronické
podobé, ale vyzaduji nékdy hlubsi pfedbézné znalosti.

Dékuji panu doc.Jifimu Valovi za rady a podstatnou pomoc pfi pfiprave to-
hoto textu a preju vSem, ktefl budou vektorovou algebru a analytickou geometrii
studovat, p€kné piiklady a tispéch u zkougky.

Dr.Veronika Chrastinova  20.Cervna 2004.

E"I
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1 Vektorovy a dvojny vektorovy soucin vektort
a jejich vlastnosti

Zatimco skalarni soudin @ b = (t1.01 4 9.0 + 3.0 dvou vektortl z prostoru R3 je
realné ¢islo (neboli ,skalar”), vektorovym soucinem vektori @. 0 € I? bude opét
vektor; tento vektor oznacime symbolem ¢ x b. Jak navic déle uvidime, vektorovy
soucin @ x b budeme na rozdil od soucinu skalarniho pocitat pouze pro vektory
a = (ay,ag. az), b= (by.by.b3) v prostoru I?3. Zobecnéni vektorového soucinu pro
prostory vysgich dimenzi je sice mozné, ale my se jim zde nebudeme zabyvat.

Jak vypada vektor @ x b 7 Mohli bychom si napsat pfimo defini¢ni vzorec
pro jeho soufadnice pro zadané vektory @.b v prostoru I3, ale z tohoto vzorce
bychom nic zajimavého nepoznali. Zacnéme radéji geometrickym viznamem x ;
definujme jeho smér a velikost.

Smér vektoru @ x b. Pokud vektory @, nejsou kolinedrni (nelezi v jedné
piimce), pak urcuji rovinu. Definujme nyni vektor @ x b jako vektor, ktery je k
této roviné kolmy — musime v8ak kromé jeho velikosti definovat také jeho orien-
taci, protoze vektor normaly roviny mize mit dvoji orientaci 77 a také —ii. Necht
vektorovym soucinem ¢ x bj je tedy vektor normaly takovy, ze uspofadana trojice
vektorti @, b. @ x b j je tzv. pozitivné orientovana. Jak jiz vime z pfedchoziho uceh-
niho textu z kapitoly o orientovanych bézich, pozitivni (neboli kladnou) orientaci
vektortl a, 11 @ b mizeme snadno popsat pomoci tzv. ,pravidla pravé ruky“ takto:
ukazuje-li ukazovacek pravé ruky ve sméru vektoru @ a prostfednicek ve sméru
vektoru 17, pak palec ukazuje smér vektoru @ x ). Pravidlo pravé ruky miizeme
také popsat tak, Ze ukazuji-li nage zahnuté prsty pravé ruky ve sméru od vektoru
@ (prvniho vektoru v dané trojici) k vektoru b (druhému vektoru v dané trojici),
pak opét palec ukazuje smér vektoru @ x D. Poznamenejme, %e potadi vektori v
trojici d. b. @ x Ijje dilezité — pfi zméné v pofadi napf. prvnich dvou vektord na
bd.idxb bychom z trojice vektorii pozitivnich dostali trojici vektort negativnich.
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K tomu se jesté pozdéji podrobnéji vratime.

Velikost (neboli v I?* norma) vektoru a x D. Opét predpoklidejme, 7e
vektory d. b nejsou rovnobézné. Pak tyto vektory urcuji rovnohéznik se stranami
d. b aobsahem I, tento obsah lze snadno vypocitat. Oznacme > hel mezi vektory
. b, pak sin = h/||0]|, kde I je vySkou rovnobéznika, odtud i = |]0||. sin .
Plocha I’ rovnohéznika sestrojeného nad vektory ab je rovna soucinu velikosti
jeho zakladny a vysky, tedy

P =|all.h = ||a]||b]]. sin ;-

axb

Definujme nyni velikost || x || jako obsah I’ rovnobé&mika sestrojeného nad
vektory .0, tedy || x ]| = ||d@|].||0]]. sin .

V pipadé rovnobézngch vektorti .0 (tedy @ = k.0, kde i € R) ma rovnobénik
nulovy obsah — vektory lezici v pfimee vlastné zadny rovnobéznik neurcuji. V tom
ptipadé vychazi @ x b = 0, nebot sin » = sin 0 = 0. Nulovy vektor ¢ dostaneme
také tehdy, je-li néktery z vektort a. b nulovy (nebo i pro @ = b = o).

Nyni mtzeme vse shrnout do néasledujici definice.

Definice 1.1: Necht ﬁ,ljjsou dané vektory, pak jejich vektorovy soucin
definujeme jako vektor @ x b, pro ktery plati:

1) ax b je kolmy k roviné urcené vektory . b (a je tedy kolmy také ke kazdému
z vektori d.b),

2) uspotadand trojice vektort . 0. d < b je pozitivné orientovana,

3) 1@ x 0| = |1]].]|]|. sin ¢, kde ¢ je Ghel sevieny vektory @, b.

Je-li néktery z vektorli @, b roven nulovému vektoru, definujeme @ x 0 = 4.

Uzitim vektorového soucinu mizeme snadno najit vektor @ x b kolmy k obéma
vektorfim .0 (tedy vektor normaly roviny, kterd Je jimi urcena), déle obsah
rovnobéznika > = [|@ % b|| sestrojeného nad vektory ., b, odtud také snadno obsah
trojihelnika se stranami @, b. Obsah tohoto trojihelnika je totiz rovna poloviné
obsahu rovnobé&znika °/2 = ||@ x b|| /2, nebot kazd4 z tthlopridek déli rovnobéznik
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na dva stejné trojihelniky. V kapitole 5 budeme pouzivat vektorovy soucin také k
vipoctu vzdalenosti v prostoru ?3; napt¥. vzdalenosti dvou mimobéznych piimek.

Vysvétlili jsme si geometricky vyznam vektorového soucinu, ale jesté jsme
se ho nenaudili pocitat: nezndme prozatim jeho soufadnicové vyjadieni. Uvedme
nyni vzorce pro pocitani soufadnic vektoru @ x b :

Véta 1.1: Necht @ = (ay. az. as). b= (b1, 2. b3) v kartézské soufadné soustave
vektoril ¢7. €3, ¢3. Pak plati

g (3
[)2 [)3

aq s
[)1 [)3

a1 g
[)1 [)2

—

axb= € = €y + €3,

Podle uvedené véty lze tedy vektor @ x b pséat ve tvaru jednoduchého determinantu,
kde v8ak v prvnim fadku nejsou jen éisla (jak jsme zvykli z linearni algebry), ale
vektory soufadnicovych os €7 = (1,0.0). €3 = (0.1.0). €3 = (0.0, 1), ve druhém
a tFetim Tadku pak soufadnice vektort @, D. Rozvojem tohoto determinantu podle
prvniho fadku totiz dostaneme okamzité vzorec uvedeny ve vété:

(?1 (?2 (?3
(g (3 o a1 a3 o ay g N o b
ay ag ag | =\ "G =] o+ 3 =adxDh.
)y U3 )1 [)3 {)1 [)2
[)1 [)2 [)3

Vektor @ x b tedy miizeme pséat piimo v soufadnicovém tvaru

(7><17:< )

Nyni si vétu 1.1 dokézeme — ovéfime, Ze vektor @ x b uvedeny v této vété splituje
vSechny tfi podminky z definice vektorového soucinu. V diikazu posledni z téchto
podminek budeme potiebovat tzv. Lagrangeovu identitu, provéime si tedy jeji
platnost v nasledujici poznamce.

(g (3
[)2 [)3

a1 a3
[)1 [)3

a1 g
[)1 [)2

Poznamka. Necht @ = (a;. ay. a3), b= (b1. 2. b3) jsou nenulové vektory, pak
plati _ _ _
[ x B2 = 1l 2152 — (@ - D)2

Je-li podle véty 1.1 vektor

(7><17:< ):

(a9.03 — a3.0a. a3.by — ay.03. ay.bg — az.by).

(g (3
[)2 [)3

a1 a3
[)1 [)3

ay g
[)1 [)2

-

mizeme vypocitat levou, resp. pravou stranu Lagrangeovy identity takto:

||(7 X 5”2 = ((12.[)3 — (13.[)2)2 —+ ((13.[)1 — (11.[)3)2 —+ ((11.[)2 — (12.[)1)2,
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@20 = (@ 0)% = (0% + a2 + a2).(0? + D2+ 12) — (a1 + a9.0y + a3.D3)% .

Roznasobime-li podrobné oba vyrazy na pravé strané téchto dvou rovnic, ihned
uvidime, ze jsou stejné. Tim je Lagrangeova identita dokdzana a mame vse pfi-
praveno k dikazu véty 1.1.

Dikaz: Dokézeme postupné vSechny t¥i podminky uvedené v definici vekto-
rového soucinu.
Prvni podminku kolmosti vektoru @ x b k obéma vektortim @, 0 provéfime piimym
vypoctem. Vime, Ze pro navzajem kolmé vektory musi vyjit jejich skalarni souciny

— 5,

(@ x b)«d, (@ xb)+b nulové. Pocitejme

= ad = (g (3 aq s a1 dg
(@xby.a= A el I A A Y I (ay,ag.a3) =
)2 U3 1 U3 1 U2
a1 a9 U3
(g (3 a1 a3 a1 g
R ag + a3 =1|a ay az | =0,
[)2 [)3 {)1 [)3 {)1 [)2 I 7 I '
) U2 U3

zcela analogicky bychom overili (i x 5) .b. V tomto p¥padé by ve visledném
determinantu v prvnim a ve t¥etim fadku byl tentyz vektor (b1.02. 03) a takovy
determinant je nutné nulovy.

Abychom dokazali druhou podminku pozitivnosti trojice vektort a, b, @i 17, oznacme
nejdiive slozky vektoru @ x b = (uy. wa, ws), tedy

(g (3 ay s a1 g
(“'17 Wa, “'3) = < [ : .

[)2 [)3 {)1 [)3 {)1 [)2

Jestlize je trojice @, 17,(7 x b pozitivné orientovana, musi podle definice v pfed-
a1 9 U3

chézejicich ucebnich textech platit | 01 03 b3 | > 0. Ale to je snadné ukazat,
U Ue W3

nebot rozvojem podle posledniho fadku dostaneme:

a1 9 U3

as «a ap o« a; o«
Dy by by |=1 2 Bl =Y B lavg+ |t R =
[)2 [)3 [)1 [)3 [)1 [)2
U Ue W3
Wy .y 4wty + wgary = wi 4 wd 4w = |[if||* > 0.
Zbyva dokazat platnost posledni podminky ||@ x 0|| = ||d@||.]|0]]- sin 2, k tomu bu-

deme potTebovat pravé vyse uvedenou Lagrangeovu identitu. Podle této identity

a znamého vzorce cos = (. l)/(\|ﬁ||||5||) pro pocitani skalarniho soucinu .0
dvou vektorti svirajicich thel - plati:

i B = 1al[21[6][2 = (@« 6 = [Jal P = 1121 6] cos? =
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a2 161121 — cos? ) = llal - [1F]% sin® .

Odmocnime-li visledny vatah ||@x 0][2 = ||d@||2.]|0||2 sin® -, dostaneme ihned tieti
defini¢éni podminku, nebot |sin | = sin ¢ pro 0 < ¢ < 7.

Vétu 1.1 bychom mohli také dokédzat pfimym vypoctem vektoru
a x [j: ((11.(?1 —+ (12.(?2 —+ (13.(?3) X ([)1.(?1 —+ [)2.6?2 —+ [)3.(?’3) R

k tomu bychom v8ak potiebovali znalost tzv. smiseného soucinu vektorii a ditkaz
by urcit€ nebyl kratsi ani piehlednéjsi.

V nasledujicim odstavei si podrobnéji viimneme vlastnosti vektorového sou-
¢inu. Nejdiive pro specialné zvolené vektory . b — vypocitame si vektorové souciny
pro piipad vektortl soufadnicovych os ¢; = (1,0.0), ¢ = (0,1,0), 73 = (0,0.1).
Z definice vektorového soucdinu a také z jeho soufadnicového vyjadfeni snadno
vidime, ze plati

— — — — — — — —

€1 X €9 = €3, €g X €1 = —6?3, (?2 X Fg = (?1, €3 X €9 = —€71,

(?3 X (Hl = (?2, (?1 X (Hg = —(?2, 71 X (?1 = (?2 X 72 = (?3 X (?3 =0.

Napft. chceme-li ,,uhodnout® z obrazku, jak vypada vektor ) x €5, stac¢i si uvédo-
mit, Ze vektor €3 je skutecné kolmy k obéma vektoriim €. €5, orientace € x €; =
+¢35 plyne ihned z pravidla pravé ruky. Zménime-li pofadi vektor €3 x €1, vychazi
uzitim pravidla pravé ruky vektor opaény €3 x €, = —€3 :

le FQ

€ 1 (?2 X (?3 €1

Uzitim soufadnicového vyjadieni bychom mohli také pocitat, napft.

LS 01 01 00 S
<r3><671=(0,0,1)><(1,0,0)=( ool 11 0ll1 0 ):(0,1,0):9,
FQ><32=(0,170)><(0,1,0)=< 1 8 - 8 8 , 8 1 >=(0=070)=5~

Z vy$e uvedenych vztahtll pro pocitani vektorového soucinu vektort €7, €5. €5 ihned
vidime, 7Ze na rozdil od skalarniho soucinu neni vektorovy soucin komutativni. Pro
skalarni soucin obecné plati @« = b.d, aviak vektorovy soucin méni pii zimeéné
poradi vektortl @. b znaménko: b x @ = —(a@ x 0). Rikdme, Ze vektorovy soucin je
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antikomutativni. Tuto vlastnost si za chvili pro obecné vektory d. b dokézeme
— plyne lehce ze soufadnicového vyjadieni vektoru @ x b.

Poznamenejme, Ze vektorovy soucin libovolné z dvojic soutadnicovych vektori
F1. €. €3 si mlzeme snadno zapamatovat z nasledujiciho diagramu:

—

C3

=3 =

€1 Co

Postupujeme-li ve sméru §ipek, je vektorovym soucinem dvou po sobé jdoucich
vektorl tfeti vektor s kladnym znaménkem, postupujeme-li proti sméru Sipek,
musime u t¥etiho z vektort (vysledného vektorového souéinu) zménit znaménko,
napt. €1 x €3 = —¢,. Vektorovy soucin dvou stejnych soufadnicovich vektort
je roven nulovému vektoru — plyne to bud pfimo z definice vektorového soudinu
(> = 0) nebo z vypoctu v soufadnicich.

V nésledujici vété si shrneme vSechny dilezité vlastnosti vektorového soucinu,
jejich platnost plyne bez dlouhého pocitani ze soutfadnicového vyjadieni vektoro-
vého souéinu (z determinantil). Pfimo z definice vektorového soucinu bychom je
dokazovali mnohem hiife.

Véta 1.2: Necht @.b.¢ ¢ IR, kde I € I?. Pak plati :

(antikomutativni zakon)

— —

2) i x (b+ ) =dxb4+dxé, (@+0)xd=dxi+bxc

(distributivni zakony)

- -,

3) hd@ x 0y = (hit) x b= x (D).

Dikaz: Viechny vzorce plynou bez problémit z pravidel pro poditani s deter-
minanty. Napft.

(?1 e 2 (?3 (?1 e 2 (?3

=,

d=10y by b3y |=—|a az az|=—(adxD),
(ay Gy a3 by by D

el
X

nebot vyménime-li v determinantu dva fadky, determinant zméni znaménko. Po-
dobné

(?1 (?2 (_’3
ix(b+¢c)= a (s s =
bi+ec1 bodco by s
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(?1 (?2 (?3 (?1 (?2 (?3
(ay (g as |+ | a; ay asz |=dxb4+dxé,
[)1 [)2 [)3 1 Co C3

—

analogicky (@ + 0) x ¢.
Posledni vztah také dokazeme snadno, nebot plati:

G Gy (3 2l o 3 a2l o 3
k(@xb)y=k|a ay as|=|kay kay kas|=| a1 ay a3
{)1 [)2 [)3 {)1 [)2 [)3 /\‘.[)1 /x‘.[)g /\‘.[)3

Dokéazali jsme, ze vektorovy soucin spliiuje distributivni zakony. Na prvni
pohled by se mohlo zdat, Ze spliiuje také zakon asociativni, tedy ze dva vektory
(@ x by x & dx (bxc) jsou stejné. To vSak obecné neplati, nebot napf. pro

— — —

a=¢., b=¢., = ¢ dostaneme

-
—

(@x D)y x = (61 X)X €3 =03 =10,

Za chvili uvidime, ze (@ x ) x & @ x (b x &) jsou obecné skuteéné dva rtizné
vektory, nebot plati

(@ X D) x E=(Fed)b— (F20).d, @x (bx&) = (aed).0— (D).

Vektor @ x (17 x ¢) ma dokonce sviij specialni nézev: dvojny vektorovy soucin.

Praktické pocitani s vektory si procvicime v nésledujicich piikladech.

Pfiklad 1.1: Vypocitejte vektorovy soucin vektoru a a 17, znate-li
a) = (2 3, —]_)7 b= Fl + 2.(?2 + (?37
b) @ =(1,-3,2), b=2.d— (5, —15,10).

Reseni: V ptipadé a) je
€1 €3 €
P 3 -1 2 -1 2 3
ixi=| 2 3 -1 :< ._‘ H ):(5,—3,1).
1 9 1 2 1 1 1 1 2

Vektor @ x b je piitom skutetné kolmy na vektory @ i b, nebof (@ x b).d =
(5,-3,1)-(2,3, - 1)=10-9-1=0a(axb).-b= (5 -3,1)+(1,2,1) =5 6+1 =
0. To je odligné od piipadu b): pro vektor b= (—3.9. —6) totiz plati b= —3.d
(vektory @ a b jsou kolinearni), takze
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Priklad 1.2: Najdéte jednotkovy vektor ng, ktery je kolmy k roviné proché-
zejici body P =[1.—1.0]. Q =[2.1.—1]. R =[-1.1.2].

AVELY

Regeni: Vypocitejme si nejdiive dva vektory, které v dané roviné lezi, napr.
PQ=(2-11-(-1),-1-0)=(1,2,-1), PR =(-1-1,1—(-1),2—-0) =
(—2.2,2). Pak vektor i7, ktery je kolmy k obéma vektorim I’QQ. I’I?, je jejich
vektorovym soucinem, tedy

i=DPOxPR=| 1 2 -1|=

-1l
R

Jednotkovy vektor (vektor délky jedna) odtud snadno dostaneme, kdyz vydélime
vektor 77 jeho délkou /62 4 02 + 62 = /36 = 6./2. Odtud

i (6.0.6)  (1.0.1) 1 1 1 1
Ny = = =

||ﬁ||: 6.2 V2 (W’O’ﬁ):ﬁ‘ﬁﬁﬁ‘@

ProtoZe orientace vektoru normaly nebyla zadana, dostavame dveé feseni :

101 _10_1
VIRV, LAV

Piiklad 1.3: Uréete obsah I’ trojihelnika ABC s vrcholy A = [3.1.4], D =
[0.2,1] a ¢' =[5,0,8].

N [

Reseni: Obsah I” vypocitdme jako polovinu obsahu rovnobézniku ABCD
uréeného vektory @ = AB = (=3.1.-3) a b = AC = (2.—1.4) (zbyvajici
vrchol D = [2.1,5] bychom snadno uréili ze vztahu AD = @+ 0). Je tedy

P=ldxb|/2=(1.6.1)]/2=VI+36+1/2=138/2.

-, -,

Piiklad 1.4: Zjistéte velikost vektoru o = (3.7 — 2.0) x (@ — 4.D), jestlize
|@|] = 1, |[b]| = 3 a lihel ¢ sevieny vektory « a b je roven 57/6.

AVEEY

Regeni: Z¥ejms je

|7]] = ||13.d x @ = 12.d x b — 2.0 x d + 8.b x || .
Protoze vSak @ x @ i b < b musi byt nulové vektory a navic @ x b = —b x @, takze
—12.d x b — 2.0 x d = —10.d x b, dostavame

17| = 10.||@ x b]| = 10.||||.|[0]|. sin > = 10.1.3.1/2 = 15 .

Priklad 1.5: S vyuzitim vektorového souéinu vypodcitejte obsah I rovnohéz-
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nika ABC'D, jsou-li ddny jeho thlop¥icky AC =2.d—ba DB =4.d— 5.57 kde
d. . ¢ jsou nekomplanarni jednotkové vektory, které sviraji thel 7 /4.

Regend: Mizeme pouzit pHimy vypodet
P = [[AB x AD| =[[((AC + DB)/2) x ((AC = DB)/2)|| =
I(AC' + DB x (AC — DB)||/4 = |[(6.G — 6.0) x (—2.d + 4.0)||/4 =
6.2

@ =Dy x (@ —20)|| =3l xd—2.dxD—bxd+2.b x| =
3. — @ x 0l = 3.]|@ x b|| = 3.]|||.||b|| sin(x/4) = 3.1.1.1/V2 = 3/V2.

Kratsi je vSak vypocet vyuzivajicl vztahu mezi stranami a thlopfickami rovno-
bézniku ABCD

-, -

P = |[AC x DB||/2 = /(2.4 — 1) x (4.9 — 5.1)||/2 =
18.0 x @ —10.d x b— 4.0 x d@+5.0x0|[/2=] — 6.0 x1||/2 =
6/2.[\@ x 0| = 3.]|@]|.||p]| sin(7/4) = 3.1.1.1/V2 = 3/V2.

Vime uz, ze vektorovy sou¢in nespliiuje asociativni zakon, tedy ze vektory
d x (bx¢)a(dxDb)xcjsou ruzné. Pro libovolné vektory @.0.¢ € R? (dale
budeme pracovat i s libovolnym vektorem d € I?®) viak plati

@ x (0 xé)y=0d.é)— (D)

(@.cid. b v tomto vztahu jsou pouhé realna ¢isla). Vyraz dx (ij ¢) na levé strané
rovnice nazyvame dvojnym vektorovym soudinem vektori d. b, (v tomto
pofadi); tedy dvojnym vektorovym soucinem vektort d. b je jisty vektor, ktery
je linedrni kombinaci vektori b. ¢ a soudasné je kolmy na vektor @ i na vektor
b @ Je to vidét z obrézku a také z vyrazu na pravé strané rovnice, nebot @.¢i
a-b jsou realné konstanty. Na obrazku také vidime, ze vektor bx & je kolmy na
bié (ataké vektor @ x (b x @) je kolm§ na @); pitom vektory @ x (b x &), b a &
jsou komplanarni.

b x ¢

Platnost vzorce pro dvojny vektorovy soucin muzeme ovéfit pHimym vypoc-
; i

tem vektoru @x (0 x ¢) na levé strané rovnice a vektoru 0.(@ . &) —.(d - b) na strané
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pravé. Porovnanim koeficientli u vektori €. €5, €3 pro oba tyto vektory zjistime,
%e jsou shodné. Ukézeme si tento vypocet pro srovnani koeficientd nap¥.u sou-
Fadnicového vektoru €. Na levé strané méame

o - _ [)2 [)3 {)1 [)3 {)1 [)2
d@ > (b x¢) = (ay. a2, a3) x e - - =
) Cg (3 €1 C3 €1 2
(?1 72 (?3
aq (€5 a3
[)2 [)3 [)1 [)3 [)1 [)2 -
Co (3 €1 3 €1 2

(ag.by.c0 — ag.ba.cy + a3.01.¢5 — az.bz.c1).€1 + (.. .).Fa+ (...).65

Stejny koeficient «s. 1)1 Co — (19.0g.04 + a3. b1.¢3 — az.b3.c1 U vektoru ¢; pfitom do-
staneme pro vektor 0.(d . ¢) — @(d - D) na pravé strané rovnice:

(b1, D2, b3).(a1.c1 + ag.ca + as.c3) — (1. o ¢3).(a1.01 + a2.09 + a3.03) =
[01.(a1.¢1 + ag.co + az.c3) — ¢y (a1.0y + ag.bg + az.b3)|.ch + (. ).Ca+ (.. .).05 =
(a1.01.c1 + ag.by.co + az.by.cs — ay.0y.c1 — a9.ba.¢y — a3.0y.03).61 +

(.)Aa+ ()=

(ag.by.co + a3.by.c3 — a9.bg.c7 — az.bz.c1).€1 + (L. .)€+ (...).65

Uzitim vzorce pro dvojny vektorovy soucin lze dokidzat mnoho identit, které
plati mezi vektory. Uvedme alespoil tfi z nich i s kratkymi dikazy:

(@xD)yxé = b(d-é)—a(b.c).
(@x0) x (@xdy = [a.0.d.¢=[db.dd.

(@x D). (xd) =

Prvni vztah ovéfime snadno pfimym vypoctem
(0 X D) x &= —(¢x (@ x D)) = —=d.(¢+D) — b d) =
DA d) — (e D).

Ve druhém vztahu jde geometricky o vektor, ktery lezi jak v roviné urcené vektory
iab (Je totiz kolmy k @ x b) tak v roviné uréené vektory ¢a d (je rovnéz kolmy

k @ x (z’). Celkové méa vektor
(@ X D) x (x dy = (@ x b) o d) — d.((@ x D)+ ) =

[@.0.d|.¢ = [i@.b.c].d
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smér pruseCnice roviny uréené vektory @ a b s rovinou, kterd je uréena vektory
@a d (na konkrétnim umisténi zadné z téchto dvou rovin v ?? p¥itom nezélezi).
Pro pochopeni tfetiho vztahu oznacme il = @ x b. Pak muzeme psat

-, — — —

(@ x D) (@xdy=t(@xdy=[i.cd=@@xed=((dxb)x)ed=

-

—(@x (@ % D)) ed = —(@(C D) = b.(Ged)) ed = (bed) (G- ) — (@-d).(C-D) .
co7 je praveé uvedeny determinant.

Priklad 1.6: Vypoditejte dvojny vektorovy soucin ¢ = a x (5 x ), je-li
i=(1,-2.4),0=(5.-1,3) a &= (0.6,1).

Resend: S vyuzitim jedné z odvozenych vlastnosti dvojného vektorového sou-
¢inu dostavame
f=b(a.¢)—¢c(a.b)=

(5.—1.3).((1. —2.4) - (0.6.1)) — (0.6.1).((1. —2.4) - (5. —1.3)) =
—8.(5. —1,3) —19.(0.6.1) = (—40, —106, —43) .

Vektor  je skutetns linedrni kombinaci vektori b a ¢ © = —8.0 — 19.¢. Déle je
Gl =(1.—-2.4).(—40. =106, —43) = —40 + 212 — 172 =0

(5 X ¢)« ¥ = (—19. -5.30) . (—40. —106. —43) = 760 + 530 — 1290 = 0.
tedy vektor ¥ je kolmy k obéma vektoriim @ a b x @ Vektor 7 bychom mohli

urcit i bez skalarniho nésobeni: pracnéjsim postupem (ktery vyzaduje vypocet 2
determinantt t¥etiho fadu) bychom postupné dospéli ke stejnému vysledku

= (1.2, —4) x (5. —1.3) x (0.6.1)) =

(1,2, —4) x (19, —5,30) = (40, ~106, —43).

Ize jej vyuzit k rozkladu zadaného vektoru do dvou slozek, z nich7 jedna ma
zadany smér a druhé je na tento smér kolma (geometricky tedy jde o kolmy
primét vektoru do roviny a do jeji normaly).

Piiklad 1.7: Rozlozte v I?* vektor ¢ = (1.2.3) do sméru vektoru ¢ =

—

(2. —1.1) a do sméru vektoru d kolmého na @.

AVILY

Regeni: Vektor d musi byt kolmy na @ i na  x @, takze

d=dx (%)= 0.(dd) — a.(d7) = |27 = (@-7).d

6.7 — 3.0 = (0. 15.15) .

Odtud F=1-d+1-d=1-(0.1515)+1 (2. -1.1).
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Skalarni a vektorovy soucin se ¢asto objevuji ve fyzikalnich a obecné technic-
kych tilohach; tak napf. praci sily na néjaké draze lze interpretovat jako skalarni
soucin, zatimco pii vypoctu otacivého momentu se neobejdeme bhez vektorového
soucinu. Barevné tecky na zapnutém televizoru se pohybuji podle zakoni elek-
tromagnetismu, které vyuzivaji jak skalarni, tak vektorovy soucin: ve dvou ze
¢tvetice slavnych Maxwellovych rovnic najdeme skalarni soucin, ve dvou soucin
vektorovy.

Priklady pro samostatné studium:

Piiklad 1.8: Vypocitejte obsah rovnobhéznika ABC'D, jestlize 4 = [4, —3.6],
B=[0.1.0]. D =[-2 —2.2].

Vysledek: Obsah rovnobéznika je roven 30.

Pfiklad 1.9: Urcete jednotkovy vektor kolmy k danym vektortim
A=2.6) — 3+ 3,0 =€,2.6, — €3.
Vijsledek: Dostaneme dva vektory —=- - (=1.3.5). o - (—=1.3.5).

Pfiklad 1.10: Vypocitejte obsah a velikost vysek rovnobéznika sestrojeného
nad vektory @ = 2.5 + €3, b = €] + 2.€5.

Vijsledek: P = /21, v, = vy = /21/5.
Priklad 1.11: Vypocitejte dvojny vektorovy soudin a x (17 X ¢), pro dané
vektory @ = 2.€7, b= 3.65, ¢ = €] + €3.

Vijsledek: @ x (b x &) = 6.0

2 Smiseny soucin vektortl a jeho vlastnosti

Jsou-li @ = (a1, ag,as), b = (b1, by, b3) a @ = (¢1, ¢9, ¢3), vektory v 3, ma realné
Gislo @« (U x @) zcela urdity geometricky viznam: absolutni hodnota tohoto &sla
je objemem 1~ rovnobéZnosténu, jehoz t¥i sousedni hrany jsou uréeny vektory a,
b a & Soudin 7. (17 x ¢) nazyvame smiSenym vektorovym soucinem vektori

@.0.¢ bézné pro néj budeme pouzivat zkracené oznaceni [@.0.c] = . (b x ¢).
V tomto definiénim vzorci zalezi na poradi vektort: napt. [@.¢. 0] = d. (¢ x b) =
—d .+ (bx¢) = —[d.b. ], tedy pii lichém poc¢tu zmén v pofadi vektori zméni jejich

smiseny soucin znaménko. Vyjadiime-li vektory @.0.¢ v jednotlivych slozkéch
(¢ili v ortonormélnich soufadnicich v 1?*), dostaneme podle definice skaldrniho a
vektorového soucinu jednoduchy vzorec pro vypocet smiseného soucinu

1 a9 U3
[@.0.¢c] =101 Dy b3

€1 Cg (3

e

P
——

e

P
——
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Tento vzorec lze snadno overit na zdkladé definice skalarniho a vektorového sou-
¢inu: ziejmeé plati

. . (?1 (?2 Fg
[@.0.¢c] =d+(bx )= (ar.ag.a3)« | by ba D3
¢ G2 (3
ale také
a; (g a
! 2 3 [)2 [)3 {)1 [)3 {)1 [)2
Dy by b3 |=ay.| ° T l—ag| ~ T |4as.| - =
Co (3 € O3 €1 2
1 2 (3
(?1 (?2 (?3
[)2 [)3 [)1 [)3 {)1 [)2
(a1.as.as) - A e A Y = (ay.ag.az)« | by by b3
Co (3 €1 (3 €1 Oy

C1 Co C3
Z tohoto odvozeni také vidime, 7e vyménou dvou vektori v uspofadané tro-
jici d. b, ¢ jejich smiSeny soucin skutecné vzdy zméni znaménko, jak ihned plyne
z vlastnosti determinantii. Déle je zfejmé, ze [d. b, ¢] = 0, pravé kdyz aspoil jeden
z vektorii @. 0. ¢ je nulovy nebo vektory &. b.é jsou linearné zavislé, a tedy kom-
planarni (lze je umistit v jediné roviné). V nasledujici vété se zaméiime na jiz
zmitiované (ale zatim nedokazané) tvrzeni o geometrickém vyznamu smiseného
soucinu:
Veéta 2.1: Umistime-li tii linearné nezavislé vektor;i d, 11 v I?? do spolecného

bodu A/ a sestrojime-li rovnobéznostén s hranami @, 0, ¢ (podle obrézku), plati
pro objem 1 takového rovnobéznosténu

V= |[d.b.]|.

Dikaz: Uvazujme jednotkovy vektor 77 kolmy na vektory @ a D. Ziejme je
. axb
> bl
Vyska /i rovnobéznosténu je rovna délce prumétu vektoru ¢ do sméru 7. Sviraji-li
vektory ¢ a it tthel o, plati tedy

|| = [l ls7]]- | cos 2] = [[l]. | cos 2] = [|]] - IH\ =h,
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z ¢ehoz dostaneme
h=|c7|.
Protoze obsah zékladny rovnobé&Znosténu uréené vektory .5 je roven @ x b,
vychézi
. - - % b - - -
V= h)j@ x| = |l ]|d < b)) = |6 L2211 < D)) = |&+ (@ x )| = |[@. D, 7]
@ > 0]

vvvvv

noly stejného objemu s vrcholy ve vrcholech piivodniho rovnobéznosténu; kazdy
z téchto trojbokych hranoli lze obdobnym zpusobem jesté déle rozdélit na tii
Ctyfstény . Objem cCtyfsténu o zadaném vrcholu A/ s hranami . 0. & z pFedchozi
véty tedy je V. = 17/6. Cheeme-li vyuzit ditkazu pfedchozi véty, muzeme ke stej-
nému zaveéru dospét i vipodtem

1 [|@x 1 . 5
_ L laxy h=Zl@xb h=—.
3 2 6 6
Piiklad 2.1: Vypoditejte smiSeny soucin vektorii @ = (2,1, —3), b = (1.2.3),
F=(1.1,1).
Resent:
) 2 1 -3
[@.0.c]=]1 2 3|=443-3+6-1-6=3.
11 1
Priklad 2.2: Ctyfstén je urcen body A = [-4.4.-2], B = [0.3.1], (' =

[-2.—-4.3] a D = [1. —5.4]. Zjistéte jeho objem 1. a vzdalenost ¢ vrcholu D od
stény ADBC".

Reseni: Omaéme @ = AD = (5.-9.6), b = BD = (1.-8.3)ac= CD =
(3.—-1.1). Pak

- 5 -9 6 —-13 -3 6 13 3
[@.0.d=1 -8 3= -8 -5 3|=| ¢ 5‘:65—24:41,
3 -11 0 01
hledany objem je tedy V. = 41/6. Pro geometrickou pfedstavu muzeme pouZit

obrézek 7 predeslé véty; A. . " jsou koncové body vektor d. b, ¢, misto bodu
A zde mame zadany vrchol D. Podstava 4DC" ma hrany urcené vektory o =
i—0= (4.-1.3)av = i—0= (2.7, —2). Pro obsah I’ podstavy ADBC tedy plati
2. = ||u x v||, pfitom

(?1 (_’2 (_’3 . .
| T S0 218 2 )

2 7T =2
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(2 — 21,8+ 6.28 + 2) = (—19.14. 30) .

takze

2.P = [(—19.14.30)| = /361 + 196 + 900 = /1457
Pro hledanou vzdélenost ¢ tedy dostaneme

y=1V./I= 41/6 = 4 .

V1457/2  3.\/1457
Vzdalenost ¢ bychom mohli vy¢islit také ze vzorce pro vzdalenost bodu D od
roviny zadané body A, B a (; tomuto postupu se budeme vénovat podrobnéji,

a7 se budeme v rdmci analytické geometrie zabyvat vzdalenostmi v I?3.

Priklady pro samostatné studium:

Priklad 2.3: Zjistéte, pro kterou hodnotu redlného parametru @ € IR vlast-
nosti 0 < v < 4 ma ¢tyistén o vrcholech 4 =10.0.0], B = [, a. o], €' = [0, 2,0]
a D =[—1,0.1] maximalni objem a pro kterou degeneruje v trojihelnik.

Visledek: Objem zadaného &tyfsténu je «v.(4 — «)/6; maximalni (rovny 4) je
pro v = 2, minimalni (nulovy) pro & = 0 nebo o = 4.

Piiklad 2.4: Jsou dény body 4 = [1,2.-3]. 3 =[0,7.-1].C' = [4, 5. -9].
Najdéte bod D tak, aby lezel na ose .» a rovnobéznostén urceny body ADC'D mél
ohjem 48.

Vijsledek: Uloha mé dvé feseni Dy = [—7/2.0.0]. Dy = [5/2.0.0].

Priklad 2.5: Dokazte, ze dané body .4 = [1.2, -1], B =[0.1,5], C' = [-1,2.1],
D =12.1,3] lezi v jedné roviné, ale nelezi na jedné piimce.

Priklad 2.6: Vypocitejte objem rovnobéznosténu sestrojeného nad vektory
d= 3.0 +2.03. 0 = 2.¢1 + 3.05, = 1 + 2.05 + 3.¢3, obsah stény sestrojené nad
vektory . b a velikost vysky na tuto sténu.

Vijsledek: 1" =15, P =5, vyska v = 3.

3 Rovnice roviny

V fadé ptikladi jsme poukazali na geometrickou interpretaci vektoru v 1?3 a ope-
raci s nimi. Ve zbytku tohoto ucebniho textu uplatnime v jistém smyslu obraceny
piistup — jednotlivé geometrické objekty v I?* budeme studovat s vyuzitim zna-
losti vektori v I?3. Nejprve se sezndmime s moznymi tvary rovnic rovin a ptimek,
pak se budeme zabyvat jejich vzdjemnymi polohami, priniky, vzdélenostmi a
dalgimi vlastnostmi.

Pii studiu geometrickych objektt v I?* (na rozdil od formalnich operaci s vek-
tory) musime vzdy nejprve vymezit umisténi geometrickych objekti. Chceme-
li studovat rovnice roviny p, tj.jisté¢ho linedrniho podprostoru [?* dimenze 2,
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zvolme pevné néjaky bod Iy = [o. yo. 0] Toviny p a uvazujme nenulovy vektor
it = (a.).c) kolmy k této roving. Je-li I’ = [, y. z] libovolny bod roviny p (obecné
rizny od pevné zvoleného bodu I%), tvoii vektor i7 a vektor s pocateénim bodem
I a koncovym bodem I’ vzajemné ortogonalni dvojici vektori (specidlné pro
P = I je druby z téchto vektort nulovy). Plati tedy

e Dyl =0

neboli (a. 0. ¢) « (# —29.y —yo. 2 — 20) = 0. Tuto rovnost muzeme pfepsat ve tvaru
a.(r—ro)+ 0.(y — yo) + ¢.(* — z0) = 0 nebo také

a.r+by+cz+d=0, kded=—airg—bys—c.2.

Tento tvar nazyvame obecnou rovnici roviny p, p¥islusny vektor 7 pak nazy-
vame normalovym vektorem roviny p.

Ukazeme si nyni, Ze libovolna rovnice zapsana v tomto tvaru je za pfedpo-
kladu, ze aspon jedno z éisel «.b.¢ € I? je nenulové (coz mizeme zapsat ve
formé podminky «? + 02 + ¢2 = 0 &ili ||(a. 0. ¢)|| = 0), vzdy skutecné rovnici ro-
viny v 3. Vyberme libovolny pevny bod Iy = [70. io- 20|, ktery splituje rovnici
.79 + 0.yo + ¢.20 + d = 0. Vzadjemnym odectenim rovnic a.z + 0.y +c.2 +d =0
a a.r9+0.yo+c.20+d = 0 ihned dostaneme a.(.: — ) +b.(y —yo) +¢.(2 — ) = 0.
Vidime tedy, ze (a.b.¢)« (@ — 9. y—1yo. © — 29) = 0, coz nas piivadi zpét k vichozi
rovnici

e I =0 proi={(a.b.c) a Ih =(r— 1.y — Y. 7 — %) -

jde tedy vzdy o rovnici roviny v I?3.

Rovinu p, jez prochazi bodem Iy kolmo k vektoru 77 = («. b, ¢), mizeme urcit
také vektorovou rovnici roviny

me(rr—15)=0.
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v némz = (r, y. z) mizeme interpretovat jako polohovy vektor obecného bodu
P a7y = (0. 10.20) jako polohovy vektor pevné zvoleného bodu I, € p (viz
obrazek). Vektor 77 neni ovéem urcen jednoznacné: rovnice

me(r—rp) =0.

v niz 1 = k.0l pro jakékoli nenulové realné ¢islo /v, je také vektorovou rovnici
téze roviny p a obdobné rovnice

(k.a)or+ (k0).y+ (ke).z+ (hd)y=0

je rovnéz obecnou rovnici roviny p. V praxi nékdy pracujeme jen s jednotkovym
normalovym vektorem 77 — i jeho vyhér je vSak dvojznacny, zpravidla vSak neni
dulezité, které orientaci vektoru 77 bychom méli dévat pFednost.

Je-li d = 0, protina rovina p v8echny soutadnicové osy v podatku soufadnic,
pripadné mize jednu i dvé ze soufadnicovych os obsahovat. Ve v8ech ostatnich
pripadech lze obecnou rovnici roviny p délit ¢islem —d; dostavame tedy

—(a/d).r — (0/d).y — (¢/d).z =1.

Z této rovnice jiz dokdzeme snadno urdcit, jaké tiseky vytina rovina p na soufadni-
covych oséch: napf. polozime-li y = » = 0 (tj. zabyvame se pouze body na ose ),
obdrzime —(a/d).r =1, tedy pokud « = 0 ihned » = —d/a, coz je hledany tisek
na ose . Za pfedpokladu ¢« = 0 dostaneme nefesitelnou rovnici 0.7 = 1, ktera
fik4, %e rovina nemé s osou . zadny redlny prisecik, a je s ni tedy rovnobéznA.
Za dodatecnych ptedpokladli ¢ = 0, b = 0 a ¢ = 0 jsme tedy schopni urcit ¢isla
a=—d/a, 5 =—d/ba~=—d/c, kterd udavaji tseky vytaté rovinou p na oséch
.y, 2. Dostavame tak tisekovou rovnici roviny p

T Y
f"‘%"‘*:l-
Q S

Leva ¢ast obrazku ukazuje polohu roviny p vici osdm soufadnic: viditelné jsou
stopy roviny na soufadnicovych rovinach (v deskriptivni geometrii ,,primétnach®)
a Cast roviny v prvnim oktantu v pfipadé « = 0, b = 0 a ¢ = 0, pravé ¢ast obrizku
nazorné ukazuje, co se zméni v pf¥ipadé « = 0, b = 0 a ¢ = 0. Vratime-li se jesté
k pfedchozimu obrézku (s jehoz pomoci jsme odvozovali rovnice roviny), vidime,
%e zde bylo a« = 0, b = 0 a ¢ = 0; prunik roviny p s osou . ovSem nebyl viditelny,
protoze Gsek o vysel zdporny.



3. ROVNICE ROVINY 21

Predstavme si nyni, Ze na obrazku, na némz jsme ukéazali odvozeni obecné
rovnice roviny p, jsme do bodu /% umistili takovou dvojici nekolinearnich vektort
= (uy. ug, uz) a @ = (vy, 09, v3) z I, kterd lezl v roviné p. Protoze vektory 7— 7o,

i a ¥ jsou komplanarni, mizeme kazdy vektor 7, jenz ma pocatecni hod 7'y € p
a koncovy bod v roviné p (tedy i vektor s koncovym bodem I”), zapsat ve tvaru

—

r=7g+su+1.0,

kde s a f jsou redlné parametry. Rozepiseme-li tuto vektorovou rovnici do slozek,
dostaneme parametrickou rovnici roviny p

ro= g+ sup +taug.

Yy = Yo+ sus+tug,

I = Zp+sug+tug.
Je-li rovina uréena bodem I = [7g. %o. %] a dvéma nekolinedrnimi vektory
il = (uy. g, ug) a v’ = (v1. vg. v3), snadno ziskdme jeji obecnou rovnici z podminky
komplanarnosti vektorii , " a vektoru s pocatecnim bodem I’y a koncovym ho-

7 7

dem I” = [, y. 2] s vyuzitim smiSeného soucinu trojice vektoril. Pro komplanarni

vektory totiz plati

[0 7] =0
a tedy
=T Y — o T — 20
g ({51 g =0
(& (&5} U3

odtud uz snadno vychazi obecné rovnice zadané roviny. Pfimo muzeme také najit
normalovy vektor 77 roviny p jako vektorovy soucin libovolnych dvou nekolinear-

—

nich vektori, které lezi v roviné p, tedy napt. i = @ x .

Priklad 3.1: Najdéte parametrickou a obecnou rovnici roviny p, ktera je
ur¢ena body 4 =[4.4.4], B =[-1.10. —4] a (' = [2. =2.5].

Reseni: Zvolime napf. jako pocatedni bod (dosud %) bod 4 = [4,4.4] a dale

ALY
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i= AB = (=5.6.-8). = AC =(-2.—6.1).

Parametricky tvar rovnice roviny p je tedy

r = 4—-5s5—-21,
y = 4+6.5—6.1.
s = 4—-8s+t,

22

kde .t € R. Uvazujeme-li obecny bod I’ roviny p, vyjde obecné rovnice této

roviny snadno ze smiseného souc¢inu

[AP. AB. 1] =0

neboli
r—4 y—4 -4
-5 6 -8 | =0.
—2 —06 1

Rozvojem uvedeného determinantu podle prvniho fadku dostédvame postupné

‘ 6 —8 -5 -8 -5 6

i 1.(.17—4)_‘_2 =9+, _6‘.(:—4)20,

(6 —48).(r —4) = (=5 —-16).(y —4) + (30 + 12).(x — 4)
—42.(r—4)+21.(y —4)+42.(x —4)=0.
2(r—4)—(y—4)—2(:—-4)=0.
20—y—2.244=0.

Jiny postup vypoctu vyuziva znalosti normalového vektoru

¢ili po slozkach

Rozvojem uvedeného determinantu podle prvniho fadku vychazi

—

L3 =

=~

SR I

O — 9 1

6 —8
-6 1

B ‘5 -8

4‘56

(6 —48).1 — (=5 —16).62 + (30 + 12).65 =
—42.6) + 21.65 + 42.65 = —21.(2.6) — €5 — 2.€3),
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je tedy mozné volit « = 2, b = =1 a ¢ = —2. Redlny parametr d jsme timto
postupem neurdili, vime vsak, Ze rovnici . + 0.y + ¢.2 + d = 0 musi vyhovovat
napf. soufadnice bodu A4, tj. 2.4 —4 — 2.4+ d =0, takze d = 4.

Protoze vime, Ze v8echny t¥i body A. B. ' lezi v roviné p, mohli bychom dokonce
pfimo i bez znalosti vektorového nebo smigeného nasobeni vektoru v I?® sestavit
a napt. Gaussovou eliminaci Fesit soustavu 3 linearnich algebraickych rovnic pro
4 nezndmé «. b, ¢, d; tento postup by vsak byl pracnéjsi nez oba ptedeslé.

Priklady pro samostatné studium:

Priklad 3.2: Urcete a) parametricky b) obecny c¢) tisekovy tvar rovnice roviny
p, jestlize rovina p prochézi body A =[2.3.1]. B =[3.1.4].C' = [2.1.5].

Vysledek: Parametricky tvar roviny
p: =245 y=3—-2s54+t =14+35—-21.

obecny tvar p: o+ 2.y + » — 9 = 0, tisekovy tvar

£ Yy =z 1
5" 9/2 T T
Priklad 3.3: Urcete rovnici roviny p, ktera
a) je rovnobezna se soufadnou rovinou .z a prochézi bodem 4 = [2, —5. 3]
b) prochazi osou = a bodem A = [-3.1., 2]
¢) je rovnobézna s osou . a prochézi body B = [4.0. —2]. ("' =[5.1.7].

Visledek: a) p: y+5=0 b)p:x+3y=0 ¢)p:9.y—:2—-2=0.

4 Rovnice primky

Vime u%, #e mame-li zad4an n&jaky pevny bod, muZzeme v prostoru I?® piisoudit
kazdému linearnimu podprostoru dimenze 2 geometricky vyznam roviny. Jak brzy
uvidime, muzeme ohdobné pfisoudit kazdému linedrnimu podprostoru dimenze
také vime, ze (pouzijeme-li uz zavedenou terminologii) v prostoru 1?? lze pi{mky
interpretovat jako linedrni podprostory dimenze 1. Tedy muzeme piifadit kazdé
ptimee v I?? jedinou obecnou rovnici typu a..:4+0.y+¢ = 0 pro a. b. ¢ € I?, formalnd
analogickou obecné rovnici roviny v I?3. Jak vzapéti uvidime, popis p¥imky v 1?3
tak snadny nebude — budeme mit totiz tfi parametrické rovnice pro jednotlivé
soufadnice v 1?3, z nich% jediny parametr nelze vyloudit takovym zpusobem, aby
k popisu pfimky postacovala jediné rovnice.

Ptimka v prostoru 1?® je zfejmé urcena bud dvéma body, kterymi prochéz,
nebo jednim takovym bodem a smérovym vektorem z 1?3, s nim# je rovnobézna.
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Prvni piipad (se dvéma body) mizeme snadno pfevést na druhy (smérovy vek-
tor uré¢ime jako rozdil polohovych vektorii zadané dvojice bodl), a nemusime se
jim tedy zvlast zabyvat. Rovnici pfimky miizeme zapsat nékolika zptisoby; jejich
odvozeni je zfejmé z nésledujiciho obrézku. Uvazujme piimku p, kterd prochézi
bodem I’ = [7g. 3o %0 & je rovnobézna s nenulovym vektorem &= (a. ). ¢), obecny
bod p¥imky p oznac¢me I” = [, y, z]. S pouzitim polohového vektoru i bodu I a
polohového vektoru 7" bodu I” dostavame i7" —i, = .5 a odtud snadno vektorovou
rovnici pfimky p
=7y +t.§

pro libovolné realné éislo 7. Rozepsanim do slozek .. » dostdvame dale para-
metrické rovnice pfimky p

r=rotat. y=yw+ot, 1=n+ct. tER.

Vylouéenim parametru ¢ z parametrickych rovnic, neni-li zadné z ¢isel «. b, ¢ rovno
nule (aspoti jedno musi byt vzdy nenulové v dusledku pfedpokladu |/s]| = 0),
dostaneme jesté kanonickou rovnici pfimky p

r — Ty i Y — Yo . = 2o

a ) c

ve skutecnosti jde o dvé rovnice, z nichz kazdou lze povazovat za rovnici jisté
roviny. Neni-li podminka («. b. ¢) = (0. 0. 0) plnéna, neni pouziti kanonické rovnice
vhodné (Ize ji piisoudit jen symbolicky vyznam).

Priklad 4.1: Zapiste parametricky a kanonicky tvar rovnice pfimky p, ktera
prochézi body I’ = [1.1. 2] a (2 = [3.4. — 2], kde «a je redlny parametr.

Regeni: Z¥ejmé je § = 173 = (2. 3. a). Odtud snadno dostavidme parametrické
rovnice piimky p

r=142+., y=143¢t. :=-2+4+at, t€R.

i jeji kanonickou rovnici
r=1 y—-1 =242
2 3 Q
Pro v = 0 ovSem druhé z rovnic
r—1 y—-1 y—1 242
2 3 3 a

AVEY
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neni formalné korektni; udava jen, ze pifimka p je rovnoh€zna se soutadnicovymi
osami x.y. VSimnéme si také, Ze pro t = 0 dostavame soufadnice bodu I’ a pro
t = 1 soufadnice bodu (). Parametrické rovnice piimky p bychom mohli zapsat
napf.i ve tvaru

r=1-4f. y=1-6+. z=-2-2.at. tck.

pak sice soufadnice bodu I’ dostavame pro 7 = 0, ale soufadnice bodu (Q pro
f=-1/2.

P¥imka p byva také v IR® Casto urdena jako prusecnice dvou ruznobéznych
rovin — k vzajemné poloze rovin se podrobnéji vratime v nasledujici ¢asti. Pa-
rametrickou rovnici pfimky bychom v tomto piipadé mohli hledat jako spole¢né
Feseni obecnych rovnic dvou rovin, zavislé na jistém parametru ¢ € I?, kratsi vsak
byva postup, ktery vyplyva z nasledujici véty.

Véta 4.1: Nechtf jsou dany dvé riznobézné roviny v prostoru I?* — rovina
p1 0 obecné rovnici ay.0 + 0.y 4+ ¢ + d; = 0 a rovina py 0 obecné rovnici
(.0 4 Doy + Co.7 + dy = 0; pfitom aq. by, ¢p. dy, ag, by, o, dy € R. Pak smérovym
vektorem piimky p = p1 M pe je vektor § = i7; x i, kde 77y = (a1.01,¢1) a

—

i1y = (a2, ba. c) jsou normélové vektory rovnic p; a pe. Pro soufadnice vektoru
§=(a.b,c) tedy plati

by ¢ a; Dy

b=

a4 =

by o Co (g as by

Dikaz: SkuteCnost, 7e it a 7y jsou normalovymi vektory rovin p; a ps, jsme
vyuzili uz pfi odvozeni obecné rovnice roviny. Protoze roviny p; a ps nejsou rovno-
bézné, nemohou byt vektory i7; a 175 ani kolinearni. Jejich vektorovym soucinem
§ je tedy nenulovy vektor, ktery je kolmy na vektory i7; a 75, a lezi tedy soucasné
v roving py i v rovin€ pe. Zavéreény vzorec pak snadno vychazi z vypoctu tohoto

vektorového soucinu v jednotlivych soufadnicich.

Priklad 4.2: Najdéte parametrické rovnice pfimky p, kterd je zadéna jako
prise¢nice dvou rovin p; o obecné rovnici 3.2 +y — 2.2 — 13 = 0 a p2 0 ohecné
rovnici # + 2.y — 2.2 — 11 = 0.

Reseni: Podle piedchazejici véty ma smérovy vektor 5 = (a.0.¢) ptimky p
slozky

1 -2 2 3
(1—‘2 _2‘——2—0—4— [)_‘—2 1‘——2—0—6—4,
3 L
=11 5 ‘ =6—-1=5
Roviny p; a py protinaji rovinu @ = 0 (v deskriptivni geometrii ,piidorysnu)

postupné v p¥imkach 3.» + y = 13, » 4+ 2.y = 11. Vidime, 7e tyto pfimky se
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protinaji v bodé A=[3,4,0] — stacl vypocitat z dvojice linearnich algebraickych
rovnic soufadnice » a y. Parametrické rovnice pfimky p, kterd nutné prochazi
bodem 4, tedy mohou byt nap¥.

r=34+21. y=4+4¢t. z=51. teR.

I bez znalosti véty 4.1 miizeme odvodit tytéz rovnice Jordanovou variantou Gaus-
sovy eliminace

31 -2 13 131 =213 150 —6 45
1 2 -2 11 05 —4 20 05 —4 20

|50 =215
05 —4 20|
Abychom dostali vysledek ve stejném tvaru, zvolime nyni opét = = 5.7 pro redlny
parametr 7, tedy hodnost matice soustavy i matice rozgifené je 2. Dostavame
r=(15+251)/56=3+21tay=(20+45.1)/5=4+4.1.

Priklady pro samostatné studium:

Piiklad 4.3: Urcete A
a) parametricky tvar pfimky p
b) kanonicky tvar rovnice prfimky p
¢) piimku p jako priise¢nici dvou riiznobéznych rovin,
jestlize piimka p prochazi danymi body A = [2,9.3]. B = [5. 3. 11].

Visledek: Parametricky tvar

p: r=2431 y=9-61F s=34817.
kanonicky tvar
r—=2 y-9 -3
3 -6 8
dale p=a N 3, kde roviny o : 2.0 +y—13=0,7: 8.0 —3.2 —7=0.
Priklad 4.4: Rozhodnéte o vzdjemné poloze p¥imek p. ¢, jsou-li zadany takto: T4
ayp:r=4y=5+t.:=142tqg:v—y—r—4=0.r+y—-3.:=0
byp:r=-143ty=-T74+2¢t =41t q:0r =243t y=-5-214 =31

Visledek: a) pi{mky jsou mimobézné (pMg¢ = 0) b)piimky jsou riznobézné,
pNg=1[2.-5,3].

5 Ulohy o rovinich a p¥imkach

Umime jiz pracovat s vektory v pravoiuihlé soufadnicové soustavé: pro vektor
s poc¢atecnim bodem .4 = [ry, y1. 31| a koncovym bodem B = [, 1. 2] je délkou
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vektoru # (neboli jeho normou v prostoru %) &islo

]| = [[(rg = w12 — 12 22 — 21)|| = \/(~172 — )2+ (2 —n)? 4 (22 — 21)2.

toto kladné ¢islo je zaroven vzdélenosti bodi 4. 3. Mame tak pfipraveny nastroje
pro FesSeni Gloh o pfimkach a rovinach. Soustfedime se pfitom postupné na:

a) vzdalenost bodu od ptimky,

=3

vzajemnou polohu a thel dvou piimek,

o

vzdalenost dvou rovnohéznych nebo mimohéznych piimek,

o

vzédjemnou polohu a tihel dvou rovin,

]

—+

vzajemnou polohu a thel pfimky a roviny,

svazek rovin,

o)

)
)
)
) vzdalenost bodu od roviny,
)
)
)
h)

prumét bodu na pfimku a do roviny, prumét piimky do roviny.

a) Vzddlenost bodu od primky

Nelezi-li dany bod I na pifimce p, muzeme uréit vzdéilenost bodu 7/’ od
primky p. Bodem [’ prolozime rovinu p kolmou k pfimce p. Oznacdime-li /%
prisecik piimky p s touto rovinou (tedy 1% = p N p), je hledana vzdalenost d
bodu 1 od piimky p rovna délce vektoru s pocatecnim hodem 7} a koncovym
bodem I%. Najit rovinu p je snadné, nebot jeji norméalovy vektor je smérovym
vektorem p¥imky p. Primétna na obrazku je pro jednoduchost zvolena tak, 7e
obsahuje pfimku p; celd rovina p (naznacené teckovaneé) se pak promitne do jediné
primky kolmé na p:

p

d

I p
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Piiklad 5.1: Urcete vzdélenost bodu 4 = [2,—1.3] od pfimky p zadané
rovnicemi » = =1+ 3.4, y = —2+4.4, :=1+biprot e k.

Regeni: Rovina p prochazejici bodem 4 a soucasné kolma k dané pifmce p
ma norméalovy vektor i7 = (3.4.5), a tedy obecnou rovnici 3.2 +4.y+5.2:4+d = 0.
Z podminky 4 € p dostaneme 6 —4 + 15+ d = 0; odtud ¢ = —17, takze rovina p
mé obecnou rovnici 3.7 +4.y+5.2—17 = 0. Prisecik B = pN p najdeme snadno
dosazenim parametrické rovnice piimky p do obecné rovnice roviny p

AVELY

3(—1+3H)+4(2+4t)+5(1+51 —17=0.

odtud dostaneme ¢ = 23/50. Bod B mé pak soufadnice = = —1 + (3.23)/50 =
19/50, y = —2 + (4.23)/50 = —8/50, = = 1 + (5.23)/50 = 165,/50. Vzdalenost
bodu A od piimky p lze pak uz snadno vypoditat jako vzdalenost bodu 4 a B

d = \/(19/50 — 2)2 + (~8/50 + 1)2 + (165/50 — 3)2 = 3./38/10.

b) Vzdjemnd poloha a ihel dvou primek
O dvou pfimkéch v I ¥kédme, Ze jsou
i) totozné, pravé kdyz maji spolecné vsechny body,
ii) riznobézné, pravé kdyz maji spolecny jediny bod (tzv. prisedik),
iii) rovnobézné, pravé kdyz nemaji spolecny zadny bod a jejich smérové vek-
tory jsou kolinearni (v deskriptivni geometrii se v tomto piipadé hovoii

o spolecném nevlastnim bodu, ktery viak nepatii do 1??),

iv) mimohézné, pravé kdyz nemaji spoleény zadny bod a jejich smérové vektory
nejsou kolinearni.

Jiny podet spoleénych bodu neni mozny: hleddme-li totiz spole¢né body pfimky
p popsané parametrickymi rovnicemi

r=rmta.t. y=y+bht. z=u+ct, tER
a primky ¢ popsané parametrickymi rovnicemi
r=rgta9.8, Y=1ip+bas. =1+ ces, sER,

kde 1,41, 21, 72,92, 22, G1.b1.¢1 a 2,09, ¢o jsou zadané trojice redlnych cisel,
dostavame pro nezndmé parametry f a s soustavu tii linedrnich algebraickych

roviic
a1 —dg ' Jo — 77
[)1 _[)2 . |: ] :| - Yo — U1
S

€1 —C2 Yo —
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jejiz pocet feSeni urcuje Frobeniova véta. V pfipadech iii) a iv) mé smysl zjistovat
také vzdalenost piimek — této tloze se jesté budeme vénovat samostatné.

Uhel dvou piimek snadno uréime z thlu jejich smérovych vektori. Je vSak
tfeba si uvédomit, ze pfimky nejsou orientované a jejich tthel mize byt pouze
¢islo mezi 0 a 7/2, zatimco thel » dvou vektori (obvykle zjistovany z jejich
skaldrniho souéinu) miize nabyvat hodnot od 0 az do 7 (pro —1 < cos¢ < 1).

Priklad 5.2: Piimka p je zadana parametrickymi rovnicemi
r=1=-31, y=1-21, z=t, teR
a piimka ¢ parametrickymi rovnicemi
=25, y=2+4+3s., z=aas. sEIR.

Najdéte vSechny takové hodnoty parametru « € IR, pro néz nejsou pfimky p a ¢
mimohézné, a urcete v tomto piipadé thel pfimek p a ¢.

Reseni: Spolecny bod ptimek p a ¢ v 1?3 (existuje-li) musi spliiovat podminky
1-3t=2s. 1-21t=2435s5., t=ua.5.

které lze vyjadiit v maticovém tvaru

Gaussovou eliminaci obdrzime

3 2 1 3 2 1 3 2 1
2 3 —1|~|0 5 =5 |~10 1 -1
~1 a 0 0 3a+2 1 0 3.a+2 1
3 2 1
~ |0 1 -1
0 3a+3 0
Podle Frobeniovy véty je tato soustava fesitelna pravé v ptipadé o = —1: po-
stupné vychézi s = —1 at = (1 — 2.(=1))/3 = 1, takze pfimky p a ¢ jsou
riznobézné a protinaji se v jediném spolecném bodé 4 = [—2. —1.1]. Nezavisle

na poloze bodu 4 lze urcit jejich tihel «': pro tihel ¢ jejich smérovych vektori
(=3.-2.1) a (2.3. —1) plati

—-3.-2.1).(2.3. -1 —-6—-6—1
cos = (8. -21-23 1) _ 076 =—13/14.
VI+4+1./9+4+1 14
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coz odpovida thlu » > 7/2. Pro hledany tihel ¢ tedy plati cos ¢ = 13/14 neboli
= arccos (13/14) ~ 0. 380251.

¢) Vzddlenost dvou rovnobézZnych nebo mimobézinych primek

Umime-li vypocéitat vzdalenost bodu od piimky, umime také urcit vzdalenost
dvou rovnobé&nych piimek p a ¢ v [?3: tato vzdalenost je rovna vzdalenosti libo-
volného bodu na jedné z pfimek, napi.né€jakého bhodu I’ na piimce p, od druhé
z ptimek, zde tedy ¢.

Priklad 5.3: Piimka p je zadana parametrickymi rovnicemi
r=142+t, y=3¢t. z2=5-¢t. tel
a primka ¢ parametrickymi rovnicemi
r=2+4+4s, y=6.s, z=1-2s5. scli.

Ovéfte, ze ptimky p a ¢ jsou rovnobézné a zjistéte jejich vzdalenost d v 3.

—

Reseni: P¥imka p ma smérovy vektor 7 = (2.3.—1), piimka ¢ m4 smé-
rovy vektor ¥ = (4.6.—-2) = 2.1/, vektory # a ' jsou tedy kolinedrni. Takze
obé piimky jsou bud totorné nebo rovnobézné, vyjde-li jejich vzdalenost d = 0,
jsou rovnobézné. Na pfimce p zvolme (pro parametr ¢+ = 0) bod I” = [1.0.5].
Rovina p vedena bodem I’ kolmo k pfimkam p i ¢ ma normélovy vektor i,
tedy obecnou rovnici 2.2 + 3.y — 2 + d = 0 pro jisté d € I, tuto rovnici vSak
musi splilovat i soufadnice bodu I°, takze d = —2.1 — 3.0 + 5 = 3. Prusedik )
primky ¢ s rovinou p je tedy urcéen hodnotou parametru s, kterd vyhovuje rovnici
2.(244.5)+3.6.s— (1 —2.5)+3 =0, z niz vychézi 28.¢« = —6 neboli s = —3/14,
takze () = [8/7.—9/7.10/7]. Jako vzdalenost bodil I” a () pak vychézi

d=\/(1-8/7)2+(9/7)2+ (5— 10/7)2 = V12 + 92 + 252 /7 = \/707/7

=V/7.101/7 = /101/7.

Komplikovanéjsi postup musime pouzit, chceme-li vypocitat vzdalenost dvou
mimobéznych p¥imek p, ¢. Necht tedy p N ¢ = ¢ jsou mimobézné piimky, kde
piimka p je zadana parametrickymi rovnicemi

.I’:.I’1+(11.f, U:Ul_'_bl‘f? ,3:,31—|—("1.f. fGR
a piimka ¢ parametrickymi rovnicemi
r=rgt a8, Y=+ bas., =1+ c8, sER,

T Ype B, TowYoe Fa, (1. 01, ¢ A 9. ba. ¢y jsou opét predem znamé trojice redlnych
¢isel. Zvolme libovolné body I” = [r1,11. 1] € p a Q = [ra, Y2, 22] € pa. Déle
uvazujme vektor ¢ s pocateénim bodem /” a koncovym bodem ().
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Rovnobéznostén znazornény na obrazku, ktery je urcen vektory o = (ay. by. 1),
= (ag, ba. ) a W = (1) — 9, y1 — Y2, 21 — 2) MA objem V' = |[i/, ¥, ]|. Soucasné
viak 17 = d.4, kde d znadi vysku rovnobéznosténu, a tedy nejkratsi vzdalenost
uvazovanych mimobézek p a ¢, a 4 je obsahem podstavy rovnobéznosténu, tedy
ohsahem rovnohézniku urceného vektory # a #. Pro vypocet vzdalenosti ¢ mi-
mobéznych pfimek p a ¢ tak dostavame jednoduchy vysledny vzorec

=3 T
Priklad 5.4: Piimka p je zadana parametrickymi rovnicemi
r=24+21t, y=14+414, z=-1—-t. teER
a pfimka ¢ parametrickymi rovnicemi
r=-314+3s., y=6+2s, :=3+6.s5, seR.

Uréete vzdalenost pfimek p a ¢.
Reseni: Pro struénost budeme disledné pouzivat oznaceni z predchozi tivahy.
Smérové vektory piimek p a ¢ jsou @ = (2.4. —1) a ' = (3.2.6), ze zvolenych
bodi I” = [2,1.-1] a ) = [-31.6.3] (pro ¢ = 0 a s = 0) dostaneme vektor
W = (33, =5, —4). Znamym zpisobem mizeme vypoditat

3 —-Hh -4
[@ 7] =] 2 4 —1|=-965, 1 = |[ii. | =965,
3 2 6
ale také L
C1 Oy C3
ix7¥ =|2 4 —1|=(26.-15.-8).
3 2 6

A= |7 x 7 = V267 + 152 + 82 = /965 .
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Celkové tedy dostavame d = 17/ 4 = \/965.

vvvvvv

znamym z deskriptivni geometrie, ktery nam pripomina obrazek. Prolozime-li
totiz bodem I’ rovinu p obsahujici piimku p a pfimku ¢ rovnobéznou s piimkou
¢ a oznacime-li (g kolmy primét bodu () do roviny p, tj. prisecik kolmice 7
spusténé z bodu () do roviny p s touto rovinou, je délka d rovna vzdalenosti hodu
(2 od bodu y. Vedeme-li navic bodem (g v roviné p p¥imku ¢, rovnobé&znou
s ptimkou ¢ (tedy vlastné kolmy primét piimky ¢ do roviny p), lezi jeji priisecik
Iy s pfimkou p na zvlagtni ptimce r, tzv. ose mimobéznych piimek p a ¢. Tato osa
je nutné riznobhézna s piimkami p i ¢ a soucasné kolma k obéma témto pfimkam,
pritom vzdélenost jejich priisecikl s témito pfimkami je nejmensi mozn4 a pravé
rovna d. Na stejném piikladu si vSak ukazeme jeste jiny, casto kratsi postup pro
urceni uvedené osy.

q
«Q

o
(2o
r I D

Priklad 5.5: Urdete osu mimohéznych piimek p a ¢ z p¥ikladu 5.4.

Reseni: 1 zde zachovaAme nezménéné oznaceni z predchozi tivahy. Oznacime-li
navic 77 vektor normaly k roviné p, a tedy smérovy vektor piimek 7 a r, dostadvame

2
4 —1|=(26.-15.-8).
2

Zvolme I’ = [2.1. —1] a () = [-31. 6, 3]. Protoze rovina p musi obsahovat bod I,
dostavame
26.(r—2) —15.(y — 1) —8.(: + 1) = 0.

odtud jiz vychazi obecna rovnice roviny p
26 — 15y — 8.2 —45=10.
Piimka 7 mé parametrické rovnice

r=-31426h, y=6-151. =3—-8h, heR.
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jeji prisecik s rovinou p musi odpovidat parametru 7 vyhovujicimu podmince
26.(—31 4+ 26.1) — 15.(6 — 15.1) — 8.(3 — 8.h) —45=0.

odtud po tpravé dostaneme (262 + 152 + 82)./r = 965 a tedy i = 1, celkem
()o = [-5. —9. —5]. Nyni bychom uz mohli snadno uréit vzdélenost bodi (), ()

d = /(=314 5)2 + (6 +9)% + (3+ 5)2 = /965

(vysla stejné, jako jingm postupem v piedchozim piikladé). P¥imka ¢y ma para-
metrické rovnice

r=-5+3s. y=-9+2s. z=-5+6s., s€R,

jeji prisecik s pfimkou p pak miizeme najit pomoci soustavy tii linedrnich alge-
braickych rovnic o dvou nezndmych parametrech # a s

2421=-5+3s 14+4t=-9+25 —1—1=—5+6.5

neboli v maticovém tvaru

2 -3 ; -7
4 =2 |. [ . } =| —-10
-1 —6 ‘ —4

kterd ma jediné feseni t = —2 a s = 1. Mame tak [} = [-2. —7. 1], tedy hledana
osa 1 ma parametrické rovnice

r=-24+26.h, y=-7—15h, 2=1-8h, heR.

Na zavér si ukazeme jesté jiny zpusob feseni tlohy hledani vzdélenosti a osy
mimobé&Zek. Zvolme libovolné body I’ = 242t 1+4t. -1 -4 Cpprotc I}
a () =[-31+356+253+6.5 € qprosc . Smérovy vektor ¥ = (—2.f +
3.5 — 33, —4.t+ 2.5+ 5.1+ 6.5 +4) spojnice bodil P. () je rovnobé&zny s vektorem
= (2.4.—-1) x (3.2.6) = (26, —15. =8), a tedy ¢ = a.i, kde o € I}. Ze soustavy
3 rovnic pro 3 neznimé

2+ 4+35-33=26.0. —4t+25+5=—15a. t+65+4=—8a

snadno vypoditdme o = —1, s = 1 a t = —2. Dostavame tak body I” = [—2,—7.1]
(tento bod je shodny s bodem I z piedeslého postupu) a Q@ = [—28. 8.9], témito
body je uréena osa p¥imek p. ¢. Vzdalenost p¥imek p. ¢ je potom rovna vzdalenosti
bodt . Q

d = \/(—26)2 + 152 + 82 = \/965.

Osa mimobézek je specidlnim pFipadem tzv. pficky mimobéZek. Pticku »
mimohézek p. ¢ definujeme jako p¥imku, kterd je s kazdou z téchto mimobézek
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riiznob&ina, tedy existuji body P = pnr. Q = ¢Nr. Pro zadané mimobézky p. ¢
existuje nekoneéné mnoho pricek r, protoze k urceni obecné piicky mimobézek
staCi zvolit libovolné body > € IR, ) € R, kterymi prochazi. Obvykle proto
hleddme mezi v8emi piickami takovou, ktera spliiuje néjakou dalsi podminku.
Pokud takova pricka existuje, je uréena jednoznacné. Nejcast€ji hledame piicku
mimobézek p. ¢

1) prochézejici zadanym bodem 1/,

2) rovnobéznou se zadanym vektorem .

Osou mimobézek je pravé p¥icka, ktera je rovnobézna s vektorem kolmym k obéma
mimobé&zkam. Vzdalenost prisecikit I’ = pNr, Q = ¢ N1 je pak vzdalenosti mi-
mobézek p. ¢; takto jsme pocitali vzdalenost mimobéZznych pfimek v pfedchozim
prikladu. Vypocitejme si nyni dva piiklady na hledani pficky mimohézek, ktera
prochézi danym bodem A resp. je rovnobézna s danym vektorem 7.

l'/

Priklad 5.6: Najdéte pficku » mimohézek p. ¢, kterd prochazi bodem 3 =
[1.3. 2], jsou-li pfimky p. ¢ zaddny parametrickymi rovnicemi

p:r x=34+s.y=—-1—5., r=442.5. s€ R,

q: r=—-14+21t.y=2, :=-2+t. t€R.
Ovérte, ze piimky p. ¢ jsou skutecné mimobézné.
Regend: Mimobé&znost p¥imek p. ¢ miizeme dokézat bud pifmo vyfesenim sys-

tému 3 rovnic pro 2 neznamé s.t € IR pro jejich prisecik, nebo uzitim smiseného
souc¢inu. Rovnice, které urcuji prisecik, jsou tvaru

34+s=—-14+21. —-1—-5=2.44+2.5=-2+4+1,

tyto rovnice v8ak nemaji feseni a tedy prisecik neexistuje (p Mg = 0).

Také bychom mohli vypocitat smiseny soucin smérovych vektort . « piimek s
vektorem AB7 kde 4 € p. D € ¢ jsou libovolné zvolené body na p¥imkach p. ¢q.
Tedy napf. pro 4 =[3.-1.4]. B = [-1.2. —2] vychazi

1 -1 2
[i.0. AB]=| 2 0 1|=1=0,
—4 -3 —6
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odtud plyne, #e vektory . 7. AB nejsou komplanérni (nelezi v jedné roviné) a
tedy p. ¢ jsou mimobézné.
Pricku » prochazejici bodem 1/ dostaneme snadno z podminky kolinearity vek-

tord M. MQ kde P = [34s. —1—s.4+25] € p. Q=[-1+421.2 -2+ ¢
jsou neznamé priiseciky 1> = pNr, () = ¢Nr. Podminka
MP =1 MO, keR
je tvaru
24+s.—4—-5.64+25)=h(-2421.-1.1).

rozepsanim do soufadnic mame 3 rovnice pro 3 nezndmé i .s.t € It
24+ 2.5=—2f+2ht. —d—s=—k. 6+2.5=ht.

Tato soustava ma jediné feseni h = 1/2, s = —2.1=1 .
Hledan4 pficka je tedy uréena body priseciki I” = [1.1.0] (pro s = =2), () =
[1.2. —1] (pro hodnotu parametru # = 1) a ma parametrické rovnice napf.

r: =1, y=14+m. z=—-m, meli.

7 bychom také mohli hledat jako prisecnici dvou riznobéznych rovin

(Piicku
r=anis,kdep Ca, Mea, ¢C 3. Me )

Priklad 5.7: Najdéte pFicku » mimobhézek p. ¢, kterd je rovnobézna s vekto-

rem o = (1. —2. 3), jsou-li piimky p. ¢ zadany parametricky
p: wr=—-1l+s.y=1+s. :=-5+25, s€l?,
q: =141t y=-2431., 2 =3—-t. tc k.

Regend: Mimob&nost piimek p.¢ uz ovéfovat nebudeme, piicku » najdeme

opét z podminky kolinearity vektort . ﬁ(?, kde I” = [~14s.14s. =5+2.5] € p,
Q=[1+17. -2+3%3 1] € ¢ jsou prozatim neznamé body priseéikii pficky » s
mimobézkami p. ¢. Podminka

rQ =kat
je pritom tvaru
24+t—95,-34+3t—58—-1t—-2s5)=171(l,-2.3).

neboli2++—s=%F.-34+31t—s=-2/.8—1t—2.¢=3.1. .
Dostaneme jediné fedeni i = 1. s = 2.4 = 1 a odtud body priseciki I” = 1.3, 1]
(pro s = 2), () = [2.1.2] (pro ¢ = 1). Tedy hledan4 piicka r je napf. tvaru

r: r=14m,y=3-2.m. :x=—-14+3m, meli.
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(Také v tomto piipadé bychom mohli pficku r najit jako prisecnici dvou rovin,
r=any kdep Ca, @ | o, qC 3,0 3

d) Vzddlenost bodu od roviny

Abychom se vysvétlili, jak se uréuje vzdalenost bodu 7, ktery nelezi v roviné
p, od této roviny, miizeme pouzit témér stejny obrizek jako p¥i obdobné tvaze
o vzdalenosti bodu od pfimky. Pouze pfimka p na obrazku je kolmice k zadané
roviné p, kterd je pro jednoduchost znézornéna v poloze kolmé na prumétnu, a
I’ = pN p. Pro usnadnéni vypodétu vzdélenosti I’} od roviny p, tj. vzdalenosti ¢
bodid I, a I, odvodime jednoduchy vzorec.

P
: D,
)
e P
Méame uré¢it vzdalenost bodu I’ = [y, 1. 1] od roviny p zadané obecnou

roviici a.x+0.y+c.2+d = 0. Protoze prisecik 1% = [72. ya. 2] pFimky p s rovinou
p lezi v roviné p, musi platit a.re 4+ b.ye + c.29 + d = 0. Oznaéme 77 = (a. b, ¢)
normélovy vektor roviny p (a tedy smérovy vektor pfimky p). Dostdvame

|y 4+ bapn + cop+dl = |a(rg =) + 0(yg —n) + (22 — 1) =
it PPy | = |[]|| LD || = ||7]]6 = Va2 + 12 + 2.6
Odtud ihned plyne vzorec pro urceni vzdalenosti bodu /’; od roviny p

; |y 4+ by + .z + d|

(

Délku normélového vektoru roviny p miizeme volit libovolné, jen musi byt riizna
od nuly. V p¥ipadé ||i7]| = 1 se tento vzorec jesté zjednodusi na tvar

O =|a.ry + by + o+ d|.
Naptiklad pro vzdalenost libovolné roviny od pocatku soufadnic potom dosta-
neme piimo ¢ = |d|.

Priklad 5.8: Najdéte vzdalenost bodu .4 = [0. 2, 1] od roviny p, kterd vytina
na soufadnicovych osach v, y. = Gseky 3. —1.4.
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Regeni: Vyjdeme z isekové rovnice roviny p

T . Y n o 1
3 -1 4 7
kterd odpovida obecné rovnici

4r—12.y+3.2—-12=0.

Normalovym vektorem roviny p je tedy napf. vektor ii = (4. —12.3) o délce |]ii|| =

V42 + 122 4+ 32 = /169 = 13, dostavame tedy
§=4.0—12.2+ 3.1 — 12|/13 = 33/13..
e) Vzdjemnd poloha a idhel dvou rovin
O dvou rovinach v I?? ¥ikdme, Ze jsou
i) totozné, pravé kdyz maji spoleéné vSechny body,
ii) riznobézné, pravé kdyz maji spolecnou jedinou pi¥imku,
iii) rovnobézné, pravé kdyz nemaji spoleény zadny bod (v deskriptivni geomet-

rii se v tomto piipadé hovoii o spolecéné nevlastni pfimce, kterd v8ak nepatii
do I?%).

V piipadé ii) mé smysl uréovat (nenulovy) tihel dvou rovin, v pripadé iii) jejich
(nenulovou) vzdalenost. Zname-li obecnou rovnice roviny

ar+biy+cer+d =0
i obecnou rovnici roviny ps
(.7 +bay + o0 +dy =0,
kde 1. 01.¢q.dy. as. by co. dg jsou zadana realna ¢isla, dokdzeme o vzajemné po-

loze rovin rozhodnout podle hodnosti (tj. po¢tu linedrné nezavislych fadki nebo
sloupctt) (M) a A(:\) matic

a7 [)1 &1 - a7 [)1 Cq (]1
A= . N= .
({5 [)2 Cy ’ ({5 [)2 Cy (]2
Pii uvedeném oznaceni plati nasledujici véta.

Véta 5.1: Plati-li

i) (A1) = Nh(N) =1, jsou roviny py. ps totozné,
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ii) () =2, jsou roviny py. pa riznobézné,

iii) /(M) =1a h(N) =2, jsou roviny p;. p» rovnobézné.

Diikaz: Podminka /(M) = 2 (a tedy také i(V) = 2) vyjadiuje, Ze normélové
vektory i1y = (aq.01.¢1) aily = (ag. ba. ¢2) nejsou kolinedrni, odtud plyne ii). Tyto
vektory jsou naopak kolineérni v pfipadé /(3) = 1, takze normalové vektory
obou rovin splyvaji. Jsou-li v8ak kolinearni i vektory (ay. b1, c1.dy) a (as. be. co. d3)
v I?*, coz odpovid4d podmince /() = 1, popisuji obé obecné rovnice jedinou
rovinu. To v opa¢ném piipadé neplati; tak rozlisime i) a iii).

Ke kazdé dvojici rovin p; a py mizeme najit rovinu, které je k obéma rovinam
kolmé. Prohlasime-li ji za primétnu, zobrazi se pii kolmém promitani obé roviny
do p¥imek, a thel, ktery sviraji, bude viditelny ve skutecné velikosti. Jak ukazuje
obrazek, lze tento tihel podobné jako thel dvou piimek jednoduse urcit jako tihel
vektoru iy a iig:

Piiklad 5.9: Rovina p; je dana obecnou rovnici V2.2 +y — 7 — 10 = 0, rovina
P Obecnou rovnici V2.0 — y — » = 0. Urcete thel, ktery sviraji roviny p; a po.

AVELY

Resend: Rovina p; mé norméalovy vektor 77, = (/2. 1. —1), rovina py, ma nor-
malovy vektor ils = (\/§ —1. —1). Tyto vektory sviraji tihel >, pro ktery plati
V20V2+ L)+ (-D(=) 1

COS & = = .
i V2Z+1+1-V2+1+1 2

je tedy » = arccos(1/2) = 7/3. Protoze » < 7/2, je » pfimo hledanym thlem,
ktery sviraji roviny p; a ps.

Priklad 5.10: Rovina p; je dana obecnou rovnici 2.0 + 7.y + .2 — 10 = 0,
rovina p, obecnou rovnici 5. — 14.5 4+ 5.2 — 2 = 0. Pro jaké hodnoty parametri
a. 7 € I? jsou roviny p1 a pa vzajemné kolmé a pro jaké hodnoty rovnobézné?

Reseni: Normélovy vektor roviny py je iy = (2. 7. «), normalovy vektor roviny
P2 je iy = (5. —14.5). Zfejmé je

Myellg =23 =714+ a5 =5.a+2.,7—98.

Roviny g1 a po budou kolmé, pravé kdyz tento skaldrni soucin bude roven nule.
K tomu mizeme zvolit jakékoli redlné 5 a dostaneme o = (98 — 2.:7) /5. Roviny
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p1 a pe budou rovnobézné (podle piedchozi véty), pravé kdyz matice

2 7« . 2 7 o —10
‘U_[? —14 5}’ ‘\_[3 14 5 -2

maji hodnosti /i(3) = 1 a 1(N) = 2. Porovnanim druhého a ¢étvrtého sloupce
matice N vidime, ze /(N) = 2 plati vidy (nezavisle na vybéru « a 3 — roviny
p1 a pa tedy nemohou byt totozné). Pro splnéni /1(1/) = 1 musi byt 5 = —2.2 a
5=—2adlio=—-5/2a }=—4

f) Vzdjemnd poloha a dhel primky a roviny

O piimee a roving v I?? fkame, ze

i) piimka lezi v roviné, pravé kdyz vSechny body piimky patii do roviny,

ii) pfimka je s rovinou riznobézna, pravé kdyz jejich prinik obsahuje jediny
bod,

iii) pfimka je s rovinou rovnobézna, pravé kdyz jejich prinik je préazdny.

V piipadé ii) ma smysl urcovat (nenulovy) thel pfimky s rovinou, v pfipadé iii)
(nenulovou) vzdalenost pfimky od roviny.

Prinik pfimky s rovinou jsme uz nékolikrat poéitali (napi.v piikladu 5.3) —
zname-li obecnou rovnici roviny a parametrické rovnice pfimky, staci dosazenim
parametrickych rovnic piimky do obecné rovnice roviny zjistit hodnotu parame-
tru, ktery odpovida poloze hledaného priiseciku. Také uréeni tthlu 2, ktery svira
piimka s rovinou, dokazeme jednoduchym obratem pFevést na jiz zndmou tlohu
hledani hlu dvou pfimek. Staci si totiz uvédomit, ze Ghel 7/2 — ¢ musi svirat
piimka s jakoukoli normalovou pfimkou roviny.

Oznacime-li smérovy vektor pfimky « a normalovy vektor roviny 17, mizeme
tthel v také uréit pfimo uzitim vztahu
|1l « i1

S TN

Pro Ghel «' vektoril # a i1 totiz plati

a pfitom |cos )| = |cos(m/2 + )| = |siny|. Absolutni hodnota |i7.ii| v ¢itateli
pfitom zarucuje, Ze pro vysledny thel ¢ je 0 < o < 7/2.

Priklad 5.11: Zjistéte, zda pro nékterou hodnotu parametru o € I? svira
piimka p zadanéd (jako prisecénice dvou rovin) rovnicemi » — y + a.z = 0 a
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x —2y—2+1 =0 thel 7/6 s rovinou p, kterd je zadanid obecnou rovnici
r+y+2=0.
Regeni: Smérovy vektor p¥imky p je tvaru
(?1 (?2 (?3
i=|1 -1 «o|=01+2a1l4a,-1),
1 -2 -1

pfitom rovina p mé (nezévisle na volbé€ parametru «) normalovy vektor 77 =
(1.1.1), takze /.11 =1+2.c0+1+a—1=1+ 3.

Déle plati

7] = VI+1+1=V3,
|7 = \/ 14202+ (1+a)?2+1=V3+6.a+5.02.

Pro thel ¢ vektord i/ a 1 tedy

el 14 3.a
COS ' = o= = .
|l#d].1] 7] 5.02 + 6.0+ 3../3
S ohledem na orientaci vektort i a 17 smi byt podle zadani bud ' = 7/2 —7/6 =
7/3 nebo v = 7—(7/2—7/6) = 2.7/3; v obou p¥ipadech cos? ¢» = 1/4. Dostavame
podminku
1/4 = 9.0+ 6.0+ 1
3.(5.a2 +6.a0 + 3)
neboli

21,02 +6.0—5=0.
z této kvadratické rovnice jiz dostaneme dvé feseni

—6+1456  —3+ /114
42 N 21 ’

=

Hodnotu parametru o mizeme najit také uzitim vzorce

Dostavame
.o 11+ 3.
sin — =

1
2 6 VB.a2 F6.0+3./3

a umocnénim levé i pravé strany rovnice vychazi stejna kvadraticka rovnice

2102 +6.a—-5=0

jako v predchozim postupu.
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g) Svazek rovin

Prozatim jsme se zabyvali jen vzajemnou polohou dvojice rovin. Geometricky
zajimava vSak muze byt i vzdjemné poloha tii rovin — pfipomenme, Ze i soufad-
nicové roviny kartézské soustavy » =0, y = 0 a = = 0 (v deskriptivni geometrii
v uvedeném pofadi ,narysna‘“, ,bokorysna“, ,piidorysna“) jsou vlastné velmi
specialni trojici vzajemné kolmych rovin. Uvazujme tedy roviny pq, p2 a p3, které
maji postupné obecné rovnice

ar. 240yt 24+d =0, agrtbey+esit+da =0, az.o+b3.y+c3.2+d3=0.

Sestavme matice

a0 ¢ a b ¢ d
M=1ay by co|. N=|ay by o dy
a3 b3 3 s b3 ¢3 ds

Toto oznaceni pouzijeme v nasledujici vété, ktera obménuje vétu 5.1 pro ptipad
tfi rovin.

Véta 5.2: Plati-li

i) 1(31) = 3, protinaji se roviny p1, p2 a p3 v jediném bodé.
ii) h(N) £ h(M) < 3, nemaji roviny pq, p2 a ps zadny spolecny bod.

iii) A(N) = h(M) < 3, prochézeji roviny 1, pe a ps, pokud nejsou vSechny
totozné, jedinou spolec¢nou pfimkou.

Diikaz: K existenci jediného priiseciku v i) staéi, aby matice A/ byla regularni,
tj. h(M) = 3 (a nutné téz () = 3). V piipadé i(1/) < 3 je tfeba posoudit,
zda () £ h(M) — pak totiz podle Frobeniovy véty v ii) spoleény bod vSech tii
rovin neexistuje. Jinak ma soustava 3 obecnych rovnic nekone¢né mnoho Fegent,
coz lze vyjadiit pomoci iii).

Priklad 5.12: Najdéte takové ¢islo oo € R, aby se roviny pq, p2 a p3 zadané
postupné rovnicemi

r=3y+:—2=0, r—y—z:=0. r—4y+2:+a=0

protinaly v piimce.

Reseni: Podle pfedchozi véty ma nastat piipad iii). Zkoumejme tedy hodnosti

matic
1 -3 1 1 -3 1 -2
M=]1 -1 —-1|. N=]1 -1 -1 0
1 —4 2 1 -4 2«
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Z Gaussovy eliminace, kterd zachovava hodnost matic, dostaneme

1 -3 1 -2 1 -3 1 -2 1 -3 1 —2
1 -1 -1 O|~10 2 =2 21 ~10 2 =2 2
1 —4 2« 0 -1 1 a+2 0 0 0 2.a+6

V tivahu tedy pfichézi jediné piipad /(M) = () = 2, kdy potfebujeme
2200+ 6 =0, a tedy o« = =3.

K obdobnym vypoétim lze ¢asto vyuzit tzv.svazku rovin. Jsou-li dany dvé
riiznohézné roviny p; a pe postupné obecnymi rovnicemi

a1 2 +hy+cec+di =0, apr+byy+co.i+dy =0,

rozumime svazkem rovin mnozinu v8ech rovin, které obsahuji pfimku p, jez je
prisecnici rovin p; a po, tato pfimka se pak nazyva osou svazku. Jsou-li \; a
Ay libovolna realna ¢isla, ktera nejsou soucasné rovna nule, mé tedy kazda rovina
svazku obecnou rovnici

M2+ bry+ e+ dy) + Na(ag.r + by + ca.0 + dy) = 0.

V literatufe se Casto setkdvame i s obdobnym pojmem svazku pfimek: ten
mizeme zavést jako mnozinu v8ech p¥imek, které prochazeji zadanym bodem
v I3 — typickym piikladem jsou soufadnicové osy ., i a =.

Priklad 5.13: Zapiste rovnici libovolné roviny svazku rovin uréeného rovi-
nami p; a pe z prikladu 5.9 a s jeji pomoci navrhnéte jiny postup feSeni tohoto
prikladu.

Regeni: Rovnice libovolné roviny svazku uréeného rovinami p; a ps je
M =3y+2=2)+ X (r—y—2)=0

pro realné parametry A; a Ag. (Parametrické rovnice osy svazku zde hledat ne-
musime.) Rovina ps patii tomuto svazku, pravé kdyz

M =3y+2-2)+ N (r—y—)=r—4dy+2:+a
pro jisté hodnoty \;. A\, € I. Upravou této podminky dostavame
(MAA)ar+ (=83 N —X)y+ (M —N)r—2\=r—4dy+2.:4a.
Je tedy tieba vytesit soustavu 4 rovnic pro 3 neznamé A;. Ag. v tvaru
Mt+A=1. =3\ - A=—-4. AN —-I=2.. =2\ =q.

Vytesime-li nejdiive napf. soustavu obsahujici prvni, tfeti a ¢tvrtou z téchto rov-
nic, snadno dostaneme A\, = 3/2, \y = —1/2 a o = =3, druh4 rovnice je potom
splnéna automaticky.
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Priklad 5.14: Rovina p; je dana obecnou rovnici 4.2+ y+ = — 2 = 0, rovina
p2 Obecnou rovnici  + 3.2 — 4 = 0. Najdéte rovinu p, kterd prochazi priisecnici
rovin p; a pp a vytina na soufadnicovych osach .y stejné tseky.

Resend: Usekova rovnice roviny p je
Ty oz

o N

=1,

kde «. .~ € I? jsou postupné useky vytaté rovinou p na soufadnicovych osach
2.y, 2 Rovina p patii svazku ur¢enému rovinami p; a pe, a tedy

T
pro n€jaka Aj. Ay € 2. Odtud dostavame
1 1 1
(4./\1 =+ )\2).]’ =+ )\1.]] =+ (/\1 =+ 3/\2): — 2./\1 — 4)\2 = : <4 : i —+ - ez —1.

Resime tedy soustavu

4.)\1—'—/\2:1/('1, )\1:1/(17 )\1-'-3)\2:1/'7 72)\174/\2:71

Postupnym dosazenim za parametry A; = 1/a (z druhé rovnice) a Ay = —3/a
(z prvni rovnice) lehce vyjde o = 10, v = —5/4 a vysledné rovnice roviny p je
tedy tvaru

Y ¥y 4.z 1

[URTR

neboli » +y — 8.2 — 10 = 0.

Priklad 5.15: Rovina p; je dana obecnou rovnici 2.0 +y — 3.2 +2 = 0,
rovina p obecnou rovnici 5.2 + 5.y — 4.2+ 3 = 0, rovinami p1 a ps je tedy urcen
svazek rovin .S. Najdéte 2 vzajemné kolmé roviny oy. o9 € S tak, aby jedna z nich
prochéazela bodem 1/ = [4. -3.1].

Resend: Kazda rovina, ktera patii svazku S, ma obecnou rovnici

K

a.2ae+y—3:242)+ 3.5.0+5y—4.:43)=0
pro néjaka «. 3 € I, tedy po roznasobeni
2a+53) .0+ (a+5N)y+(=3.a—-4.3):4(2a+3.3)=0.
Bez lijmy na obecnosti muzeme predpoklédat A/ € 7. Tato podminka dava
2.a+53) 44+ (a+5.3).(=3)+(-3.a—-4.3)1+ (2.0 +3.5)=0.

odtud 4.a + 4.7 = 0, a tedy « + 3 = 0, takze feSenim je napf.a =1a 5 = —1.
Rovina o; ma tedy obecnou rovnici 3.- + 4.y —  + 1 = 0. Déle hledame rovinu
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a3 kolmou na 7y, coz znamena, ze normalové vektory obou rovin jsou navzijem
kolmé: jsou-li 77; a 77y postupné normélové vektory rovin o; a oy, musi platit
ity « 773 = 0. Obecna rovnice roviny o3 je tedy tvaru

2 +5.0) e+ (v+5.0)y+ (=3~ —4.0)24+(2~.43.0)=0

(nebot také rovina oo mé patfit svazku S) pro jist, prozatim neznama ~.o € I3
Ptitom

0=1il1 .1l =(2~4+5.0)3+ (v +5.0)4+ (=3~ —4.0).(=1).

Posledni rovnice dava po roznasobeni 13.4 4+ 39.v = 0, tj. ~ + 34 = 0, takve
napf. volbou ~ = 3 a ¢ = —1 dostaneme obecnou rovnici roviny o, ve vysledném
tvaru x — 2.y — 5.2 4+ 3 = 0.

Priklad 5.16: Rovina p; je dana obecnou rovnici »+2.yy — 3.2 — 6 = 0, rovina

p2 obecnou rovnicl 2.y + 5.2 —4 = 0, rovinami p; a ps je tedy urcen svazek rovin
S. Piimka p je dana jako priisecnice 2 rovin rovnicemi

r4+2y=0 3r+:4+1=0.

Najdéte rovinu p € .5, ktera je rovnobézna s piimkou p.

Resend: Smérovy vektor piimky p je ¥ = (1.2.0) x (3.0.1) = (2. —1.—6).
Kazda rovina svazku 9, tedy i rovina p, mé obecnou rovnici

a(r+2y—3:-6)+3.(2y+5:—-4)=0

pro jistd .7 € IR. M&-1i byt rovina ¢ rovnobérna s piimkou p, musi byt jeji
normalovy vektor 77 kolmy k vektoru ¢ neboli

0=1.5=(a0.2.0 4+ 2.3, =3.a +5.3) . (2. =1, =6) = 18 — 327

coz plati napf. pro volbu o« = 16 a 5 = 9. Po dosazeni parametri « a 5 dostavame
obhecnou rovnici roviny ¢ ve vysledném tvaru 16.7 4 50.y — 3.2 — 132 = 0.

h) Primét bodu na primku a do roviny, prumét primky do roviny

Cim vice typt tloh postupné probirame, tim vice se ndm jednotlivé postupy
uz zacinaji v nepodstatnych obménach opakovat. Tak napt. ptiklad s primétem
bodu do roviny jsme jiz pocitali, kdyz jsme se zabyvali vzdalenosti bodu od roviny,
ale 1 pii vySetfovani polohy osy dvou mimobéznych piimek (piiklad 5.5). Jedna
z prvnich véci, kterou musime znét v deskriptivni geometrii u kazdé promitaci
metody ovsem je, jak se promita bod na piimku a do roviny, pfipadné p¥imka do
roviny. Proto bude uzitecné kratké shrnuti, jak l1ze soufadnice priiméta spoditat.
Omezime se pfitom na kolmé promitani.

Primeét Iy = [7o. Yo, 20) bodu I’ na piimku ¢, ktera je ddna bodem () = [, . 1]
a smérovym vektorem §, uré¢ime jako priinik p¥imky ¢ s rovinou p, ktera prochazi
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bodem I’ a je kolmé k p¥imce ¢. Normalovym vektorem roviny p je tedy smérovy
vektor pfimky ¢, pak Iy = ¢ N p.

Primét Iy = [0. Yo. 20] bodu I’ do roviny p uréime jako prinik zadané ro-
viny p s pfimkou ¢, kde ¢ je pfimka prochézejici bodem I’ a kolma k roviné
p. Smérovym vektorem pfimky ¢ je tedy norméalovy vektor roviny p, tedy opét
hy=qgnp.

Priimét py zadané pfimky p do zadané roviny p mizeme pocitat trojim zpi-
sobem:

a) Pro libovolné zvolené dva body I”. (2 lezici na pfimce p najdeme postupné
jejich priameéty Iy, (o do roviny p, tyto body 1. Q¢ pak urcuji pFimku pg.

b) Prumét po pfimky p je prisecnici dvou rovin py = pMo, kde rovinu p zndme
a rovina ¢ prochazi pfimkou p a kolma k roviné p.

¢) Pro vypocet pouzijeme vlastnosti svazku rovin.

Postup a) nam da rovnici prumétu po v parametrickém tvaru, postupem b)
dostaneme primku pp jako prisecnici dvou obecné riznobéznych rovin p, o — pak
dokézeme parametricky tvar po snadno najit. K postupu c¢) se vratime podrobnéji
v prikladu 5.16.

Piiklad 5.17: Najdéte primét % bodu I” = [3. —1. 4] na piimku ¢, kterd je
zadana parametrickymi rovnicemi

r=24+414, y=2+t. z=5-1. teli.

Resend: Rovina p kolma k pifmce ¢ ma obecnou rovnici 4.:42.)y—74+d = 0 pro
jisté d € IR. Z podminky I’ € p dostavame 12—2—4+d = 0, a tedy d = —6, takze
vysledni obecna rovnice roviny p je 4.0+ 2.y — 2 — 6 = 0. Prumétem I, =¢Np
je bod pfimky p, ktery odpovid4 parametru # z podminky 4.(2 + 4.7) + 2.(2.t) —
(5—1)—6=0, tedy t = 1/7. Soufadnice bodu I’y jsou pak . =2 +4/7 = 18/7,
y=2/7,2=5-1/7=34/7, coz muzeme zapsat ve tvaru Iy = [18/7.2/7.34/7].

Piiklad 5.18: Najdéte primét % bodu I” = [1.0. —6] do roviny p, ktera je
zadana obecnou rovnici 2.0 — y+ 3.2 +2 = 0.

Reseni: Protoze (2. —1.3) je normalovy vektor roviny p, ma piimka ¢ kolma
k roviné p parametrické rovnice

r=14+2t y=—-t. z=-64+3t teli.

Dosadime-li tyto parametrické rovnice pfimky ¢ do obecné rovnice roviny p, do-
staneme 2.(1+2.7) = (—#)+3.(=6+3.7)+2 = 0, tedy 7 = 1. Pro prumét I, = ¢MNp
pak dostéavame I = [3. —1. —3].

AVELY
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Priklad 5.19: Najdéte primét po primky p, kterd je zadéna jako prisecnice
2 rovin
r—4y+2:-5=0. 3r4+y—:4+2=0,

do roviny p, ktera je zaddna obecnou rovnici 2.2 4 3.5+ = — 6 = 0. Ulohu nejprve
vyTeste bez pouziti svazku rovin, pak s pouzitim svazku rovin.

Regeni: Bez pouziti svazku rovin miizeme napf. najit primét po jako priisecnici
rovin p a o, kde o je rovina prochézejici ptimkou p a kolma k roviné p. Oznacme
7 norméalovy vektor roviny p, § normélovy vektor roviny o, a m smérovy vek-
tor piimky p. Zfejmé je i7 = (2.3.1), m = (1. —4.2) x (3.1.—-1) = (2.7.13) a
F=mx 11 =1(2,7.13) x (2.3.1) = (—32.24. —8). Miizeme tedy jako normalovy
vektor roviny o pouzit vektor (4. —3.1). Tento vektor je skutecné kolmy k piimce
p (k jejimu smérovému vektoru ) a také k roviné p (nebot je kolmy k jejimu nor-
malovému vektoru 7). Celkem ma rovina o obecnou rovnici 4.7 — 3.y + v +d = 0,
kde d uréime dosazenim libovolného bodu I € p, napt. > = [-3/13. —17/13.0]
(pro volbu = = 0). Vyjde d = —3, takze vyslednym priumétem po = p Mo piimky
p do roviny p je ptimka urcena jako prisecnice dvou rovin

4r—=3y+:—-3=0. 204+3y+2—-6=0.

Chceme-li znat parametrické rovnice primky po staci vypodéitat jeji smérovy vektor
(4.-3.1) x (2.3.1) = (—6.—2.18) nebo také (3.1.—9) a najit libovolny bod
() € po, napt. Q =[—3/2.,0.9]. Parametrické rovnice pfimky po potom jsou

r==3/2+34, y=1t. 2=9-91. (€.

K urcéeni roviny ¢ muzeme také vyuzit svazek rovin: podminka p C o totiz
znamena, ze rovina ¢ ma obecnou rovnici

ar—4y+2:-5)4+3.8r4+y—242)=0.

kde . 3 € IR musime vybrat tak, aby rovina ¢ byla kolma na rovinu p. Pfepi§me
tuto rovnici do tvaru

(a+35) 0+ (4da+)y+2a—3)r+(-5a+23)=0
a vidime, ze normalovy vektor roviny o je m = (a + 3.5. —4d.a + 5. 2.0 — 3),
pritom z kolmosti rovin ¢ a p plyne

O0=i.mM=(2.31).(a+3.5, —da+ 3.2.0 —3) = -8.a+8.7.

Tato podminka dava jedinou rovnici & — 3 = 0 pro dva parametry o. 5 € I?,
mizeme tedy zvolit napf. a = 3 = 1. Odtud dostaneme obecnou rovnici roviny
o ve tvaru

1+3)r+(44+Dy+2-1).2+(-5+2)=0
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a to je stejny vysledek jako v pfedchozim postupu. Piimka py je urcena jako
pritsecnice dvou rovin (stejnych jako vyse), dalsi postup je uz zcela shodny.

Tento piehled tloh neni rozhodné Gplny, mél by vsak stacit k zékladni ori-
entaci ve vypoctech pouzivanych v analytické geometrii linedrnich atvaru v 3.
S pouzitymi technikami, zaloZenymi na znalostech linearni algebry a prace s vek-
tory v I?3, vystacime i u dalgich tloh — vzdalenost dvou rovnobé&znych rovin uréime
tak, Ze si v jedné z nich zvolime bod a pak uz jen hledame vzdélenost bodu od
roviny, vzdalenost pfimky rovnobézné s rovinou od této roviny miizeme obdobné
prevést na vySetfovani vzdalenosti bodu od roviny apod. Specialné jsme se neza-
byvali ani napf. promitanim riznych slozitéjsich geometrickych ttvari do roviny,
castém v deskriptivni geometrii. I zde vSak mizeme vyuzit toho, ze umime promi-
tat do roviny alespon jednotlivé body. V dalsim studiu se oviem neobejdeme bez
zékladl analytické geometrie vybranych kiivek a ploch, vyznamnych pro tech-
nickou praxi — napf. pfechodnic mezi pfimymi tiseky a oblouky p¥i navrhovani
dopravnich staveb, Sroubovice a Sroubovych ploch pouZzivanych p¥i konstrukei
schodist v pozemnim stavitelstvi nebo plochy rotacniho elipsoidu, s niz se v ge-
odézii pracuje pii zobrazovani zemského povrchu. Studium nelinedrnich Gtvart
v I?3 v8ak jiz pFesahuje rdmec tohoto u¢ebniho materialu.

Priklady pro samostatné studium:
Priklad 5.20:

Vysetiete vzajemnou polohu a stanovte pfipadné vzdalenost dvou piimek

r=1=y+2==-2(:43). 2.(r—=2)=—(y+1)=-(x-1).

Vijsledek: Piimky jsou mimobézné; jejich vzdélenost je rovna 3.

Piiklad 5.21: Uréete bod soumérné sdruzeny s bodem I’ = [4. 3, 10] podle

primky
r—=1 y—2 -3
2 4 5

Vysledek: Hledanym bodem je () = [2.9.6].

Priklad 5.22: Bodem .1 = [1, 7. 9] vedte kolmici k piimece 2.7 +y — v +3 =0,
@ —y+4.2 =0 tak, aby svirala s rovinou, jejiz obecna rovnice je » —y = 0, tthel
/6.

Vysledek: Takové pfimky jsou dvé€ — prvni z nich ma parametrické rovnice

r=14+t, y=7, z2=9+1, tell,
druhé parametrické rovnice

r=144s, y=7+s. 2=9+4+s5., secli.



5. ULOHY O ROVINACH A PRIMKACH 48

Piiklad 5.23: Urcete tithel dvou rovin ov: 3.0 — 1.y + 22+ 15 = 0.
3:5x4+9y—-3:—-1=0.

Vijsledek: Roviny «. 7 jsou kolmé.

Priklad 5.24: Na pifimece ¢ : » =1+t y = —1 — 2.t, v = —3.7 najdéte bod
() tak, aby vzdalenost tohoto bodu od roviny p byla rovna /6, kde rovina
pr2r4+y—r4+2=0.

Vysledek: Existuji dvé Teseni, (); = [2. -3, -3]. (02 =[-2.5.9].

Priklad 5.25: Urcete tihel dané piimky p a roviny p, je-li pfimka p zadéna
jako priisecnice rovin 3.0 —y—1 =0, 3.r+2.:—2 = 0, pfitom p : 2.04+y+:—4 = 0.

Vijsledek: Uhel mezi pfimkou a rovinou je roven piiblizné 24°.

Priklad 5.26: Najdéte rovinu o, kterd je kolma k roviné p; a prochézi pri-
secnicl rovin py. pe, jestlize rovina p; obsahuje soufadné osy y. = a rovina p, ma
parametricky tvar r =2 —s.y=1—-%f. r=1—2.s.

Vijsledek: o: v+ 3=0.

Priklad 5.27: Najdéte obecnou rovnici roviny p, ktera prochazi bodem A =
[—3.0.2] a pfimkou p: r+2.y+:—-8=0, 2.0 —1l.y — 2+ 11 = 0.

Vysledek: p: 7.r —3l.y — 2.2 425 =0.

Ptiklad 5.28: Na piimce p: v+2.y+:—1=0. 3. —y+4.:—29 = 0 najdéte
bod, ktery ma stejnou vzdéalenost od bodt 4 = [3.11.4], B = [-5. —13, —2].

Viysledek: Jediné feseni I’ = [2, —3. 5].

Ptiklad 5.29: Vypocitejte vzdélenost bodu 4 od pfimky ¢ a také vzdalenost
tohoto bodu od roviny p, jestlize ¢ : »+ =3+ 4.1, y =5.t. = =2+ 3., rovina
p: B —16.+20.c —31=0, 4 =[4,2.2]

Visledek: Vzdalenost bodu od pfimky je rovna /374/50, vzdalenost od roviny
vyjde 3/v/681.

Priklad 5.30: Najdéte rovinu & prochézejici pfimkou p: » + 5.y + 2 =0,
' — 244 = 0 tak, aby svirala tthel 7/4 s rovinou p : = —4.y —8.24+12 = 0. Ulohu
fe$te uzitim svazku rovin.

Vijsledek: Dostaneme dvé feSeni oy : v — 244 =0,00: 24+20.y+7.2—12 = 0.

Priklad 5.31: Urcete vzdalenost mimohézek
pror=—1l4+sy=1+¢2:=-5+2.s q¢g:or=1+ty=-2+34:=3—-1.

Vijsledek: Vzdélenost je rovna 7/v/62.

Priklad 5.32: Je déna pfimka p: v —2.y—2.:—-2=0, r+2.y—6.2+10=0
a bod I” =[3,7, —2|. Urcete
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a) parametricky tvar rovnice piimky p
b) bod I’ soumérné sdruzeny k bodu I’ vzhledem k pfimce p
¢) obecny tvar rovnice roviny p, kterd prochazi pfimkou p a je kolmé k roviné
g 20+y+3.:—-4=0.

Vysledek: Piimka p ma parametricky tvar # = —4 + 4.4,y = =3+ 1.2 =,
bod I’ =[5, —9.6], rovina p: = — 5.y + :— 11 =0.

6 Ukazka kontrolniho testu

Na zavér zafazujeme ukazku kontrolniho testu sestaveného ze ¢tyt piikladi. (Pii
skutecné zkousce by samoziejmé chyhély informace o vysledcich.)

Priklad 6.1: Vypocitejte vysku jehlanu ADCT, jsou-li jeho vrcholy 4 =
3.5.3], B =[-2.11.-5], C' = [1. —1.4], 1" = [0.6.4].

Vysledek: Vyska je rovna 3.

Piiklad 6.2: Na ose .= najdéte bod P stejné vzdéleny od rovin

p:16r—=12y+15.:4+1=0.0: 2204+2.y—2—1=0.

Vijsledek: Uloha mé dvé Feseni I’ = [14.0.0], I% = [11/49.0.0].

Priklad 6.3: Vysetiete vzajemnou polohu dvou pfimek p. ¢, je-li pfimka p
zadana jako prusecnice dvou rovin 3.0 +2.y—2+1=0,474+y—3.:4+3=0a
primka ¢ parametricky rovnicemi » = 1424, y = 242.4, v = =1—1, 1t € R. Jde-li
o rovnobézky, urcete jejich vzdalenost, jde-1i o riiznobézky, urcete jejich prisecik
a uhel, jsou-li zadané pfimky mimobézné, stanovte tihel a nejkratsi vzdalenost
mezi nimi.

Vijsledek: Piimky p. ¢ jsou mimobé&iné, jejich vzdalenost je rovna 36//785,
sviraji thel » = 80°.

Piiklad 6.4: Jsou dany body 4 =[1,—-1.1], B =1[2.0,3], ' =[3. —1.4], I’ =
[1,3. —4] a pfimka p jako priise¢nice dvou rovin 3.0 —y+:—-1=0,74+y+:—-7=0.
Urcete

a) obecny tvar rovnice roviny p prochézejici body 4. B. (7,
b) bod I soumérné sdruzeny k bodu I” vzhledem k roviné p,

¢) obecny tvar rovnice roviny o, ktera prochazi piimkou p a bodem I’.

Vijsledek: Obecna rovnice roviny p je tvaru 3.c + y — 2.2 = 0, hledany bod
Iy = [-5.1.0], rovina o mé obecnou rovnici 8.2 — 6.y + » + 14 = 0. (Rovinu &
mizeme najit bud uzitim svazku rovin 3.0 —y+:—1=0, r+y+:—-7=0
nebo pfimym vypoctem.)

(<) [
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